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1. Allgemeine Regressions- und Zeitreihenmodelle 
Regressionsmodell:  

NtXmY ttt ,,1,)( K=+= ε  
d

tt RXRY ∈∈ , , t=1,...,N, unabhängig 
Residuen tε , t=1,...,N, unabhängig, identisch verteilt, 0=tEε  

Autoregressionsmodell der Ordnung p:  

NtYYmY tpttt ,,1,),,( 1 KK =+= −− ε  

),,( 1 pttt YYX −−= K  

Modell für verrauschtes Bild: 
2,)( ZIzzmY nzz ⊂∈+= ε  

stochastischer Prozess auf ganzzahligem Gitter 2Z  
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Regressionsmodell:      ttt XmY ε+= )(  

Ziel I:  
Schätze Funktion m(x) ( = }|{ xXYE tt =  ) aus den Daten ohne spezielle 
Annahmen an die Form von m (außer allgemeinen Regularitätsannahmen, z.B. 

22  ) K),(, µLCm ∈

Unter dieses allgemeine Schätzproblem fällt: 
• Vorhersage von Zeitreihen aus den vergangenen Beobachtungen 
• Entrauschen von Bildern 
• Risikomanagement von Zeitreihen  

Verallgemeinerungen:  1) tttt XXmY εσ )()( +=   Heteroskedastizität 

      2) Residuen tε      stationärer stochastischer Prozess 

3) ARMA oder Feedback:       tttt YmY εε += −− ),( 11  
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Regressionsmodell:      ttt XmY ε+= )( ,    *** )(* ttt XmY ε+=  

Ziel II: 

Teste, ob m=m* auf der Grundlage nichtparametrischer Schätzer 

 

Anwendungen: 

• Veränderungen in Bildern incl. Lokalisation 

• Strukturbrüche in Zeitreihen 

• Klassifikation  anhand von unabhängigen Zeitreihenbeobachtungen 

 

Beispiel: Detektion und Lokalisation von Defekten in textilen Geweben 
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2. Lokale Glättungsverfahren 

Regressionsmodell:      NtXmY ttt ,,1,)( K=+= ε  

 

tX   äquidistantes Gitter auf Intervall [0,1]: 

)()(,)(),(ˆ 11
h
u

hht tthN KuKYXxKhxm =−= ∑  

lokales gewichtetes Mittel der Daten:   0)( ≈− th XxK    für  hXx t >− ||  

 

Intuition:  m glatt  )()( xmum ≈  für alle    xu ≈ )(xmEYt ≈  für alle t  
mit xXt ≈      für )(),(ˆ xmhxm → 0, →∞→ hN    
(Gesetz der großen Zahlen) 
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Allgemein Korrektur für variierende lokale Dichte der tX   nötig. 

Nadaraya-Watson Kernschätzer: 
∑

∑
−

−
=

t th

t tth
XxK

YXxK
hxm

)(
)(

),(ˆ  

 

Lokal-konstanter Kleinster-Quadrate-Schätzer: 

( )∑ −−= t thtm XxKmYhxm )( min arg),(ˆ 2  

 

Lokal-linearer Schätzer 

( )∑ −−−−t thttmm XxKXxmmY )()( min 2
10, 10  

)('),(),(ˆ 10 xmmxmhxmm →→=  
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( )∑ −−= t thtm XxKmYhxm )( min arg),(ˆ 2  

Kleinste-Quadrate:  Schätzer für bedingten Erwartungswert, optimal (da lokal     
                  Maximum Likelihood für normalverteilte Residuen) 

 

Alternative Verlustfunktionen: 

α|| mYt −      Lösung schätzt bedingtes α -Quantil )(xqα , i.e.  

αα ==≤ )|)((pr xXxqY tt  

 
Beispiel:   11 )()( ++ += tttt YYmY εσ       (AR-ARCH) 

    ( ) 22
2
1 )(),exp()( 2

2
rrbrarm

d
cr

d
φωσ

π
+=−++= −  

    N=1000,   tε   N(0,1)-verteilt 
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Lokale Maximum-Likelihood Schätzer 

∑ −= t thttm XxKmYlhxm )(),( max arg),(ˆ  

),( mYl tt  bedingte log-Likelihood von tY  gegeben tX , Funktion von Parameter m  

 

Theorie: 

• Asymptotische Verteilung von  für ),(ˆ hxm 0, →∞→ hN  

• Alternative: Bootstrap-Approximation der Verteilung von  ),(ˆ hxm

• Konfidenzbänder für m(x):  
),(ˆ)(),(ˆ(pr hxmxmhxm +− ≤≤  für alle γ≥∈ ]),[ bax  

• automatische Wahl des Glättungsparameters: Kreuzvalidierung, Plug-in-
oder Bootstrap-Approximation von )),(.,ˆ()( mhmdEhe =  und Minimierung 
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• automatische lokale Wahl des Glättungsparameters h=h(x), so dass z.B. 
2

 min! == ))(),,(ˆ(),( xmhxmEhxe

• Tests von H0: m=m*, typischerweise von der Form    αcmmd ≥*)ˆ,ˆ(   
ablehnen 

• Tests parametrischer Modelle: H0: );()( θxgxm =  für ein Θ∈θ  

 

Beziehung zu anderen lokalen Verfahren: 

Spline-Glätter, nichtlineare Diffusionsfilter, Regularisierungsverfahren, ... 

(mit J. Weickert, Saarbrücken) 
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3. Globale nichtparametrische Funktionsschätzer 

Regressionsmodell:      NtXmY ttt ,,1,)( K=+= ε  

 

Parametrisierte Funktionsklassen FN, deren Dimension mit N wächst, mit 

universeller Approximationseigenschaft, z.B.  dicht in LK∪∪ 21 FF 2(µ )  

 

Siebschätzer                              ( )2
1 )(minargˆ ∑ =∈ −= N

t ttFfN XfYm N  

Wenn die Parameterdimension von FN  mit der richtigen Rate wächst (abhängig 
von N, der „Größe“ der Funktionsklassen und den stochastischen Eigenschaften 
von  ),,1),,( NtX tt K=ε  : 

0)())()(ˆ(||ˆ|| 22
2 →−=− ∫ dxxmxmmm NN µ             fast sicher 
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Regressionsmodell:      NtXmY ttt ,,1,)( K=+= ε  

 

Unterschied zu lokalen Glättungsverfahren: 

•  hängt im wesentlichen nur von den Daten (),(ˆ hxm tt XY , ) mit xX t ≈  ab 

• )(ˆ xmN  hängt von allen Daten ab 

 

Beispiele: 

Orthogonalreihen- (z.B. Fourier-) Entwicklungen mit M=M(N):  

},,,;)({ 0 kkM
ikxM

Mk kN aaRaaeaxfF =∈== −−=∑ K  
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Neuronale Netze, z.B. Feedforward mit einer verborgenen Schicht aus H=H(N) 
Neuronen und logistisch-sigmoider Aktivierungsfunktion 1)1()( −−+= eu uψ  : 

NFf ∈ ,      falls ∆≤++= ∑∑ ==
H
h h

T
hh

H
h h vxwwvvxf 0

)0(
10 ||),();( ψθ  

N∆=∆  mit N wachsende Schranke an die Output-Gewichte, 

1H1)H(d +++∈ Rθ  Parametervektor aus allen Gewichten  d
hhh RwRwv ∈∈ ,, )0(

 

 

Alternative Verlustfunktionen: Quantilsschätzer, Varianzschätzer etc. 
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Beispiel:   ttt XY εσ )(1 =+    (ARCHX) 

1+tY    Rendite der BASF-Aktie (1990-1992) 
    tt YX =1  

2tX   Rendite des DAX 

3tX   30 Tage-Mittel der DAX-Renditen  

4tX  exponentiell gewichtete 30 Tage Stichproben-
standardabweichung (Volatilität) von BASF 

       
 
 
Vergleiche Value-at-Risk ( %5=α -Quantil) geschätzt über  

• GARCH(1,1)-Modell  

• netzbasierter Schätzer für )(xσ  mit standard-normalverteilten Innovationen  
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4.  Mischungen stationärer Zeitreihen 
Detektion von  Strukturänderungen 

 

Beobachtete Zeitreihe     0E =+= tttt YYZ µ  

Stationarität:  tt Y,µµ ≡  stationär 

Verschiedene Phasen:  

• zeitabhängiges Mittel (Sprünge, beginnende Trends)  

• Änderungen in der stochastischen Struktur von tY  (Modellparameter, 
Spektralzerlegung, Kovarianzstruktur) 

Anzeichen: multimodale Dichte, verschiedene Cluster im Scatterplot ),( 1+tt ZZ  
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Der Phasen- oder Zustandsprozess: 

K Phasen oder Zustände, festgelegt durch verborgenen Zustandsprozess tQ , 

z.B. Markowkette mit Zustandsraum },,1{ KK . Alternative Darstellung: 

Zustandsindikator jKt eeeS },,,{ 1 K∈  Basisvektoren des , mit KR

.,,1,
else0

if1
, Kk

kQ
S t

kt K=


 =

=  

Modell (Mischung autoregressiver Prozesse):  

Ordnung 1: 

})({ 11 , tktk
K
k ktt ZmSZ εσ+= −=∑  

Residuen tε  N(0,1), Residuenvarianzen )(,02 zmkk >σ  autoregressive Funktionen 
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Allgemein: 

CHARME (conditional heteroscedastic autoregressive mixtures of experts): 

{ }tpttkpttk
K
k ktt ZZZZmSZ εσ ),,(),,( 111 , −−−−= += ∑ KK  

1)( 1 <<≤≠ + pSSpr tt , so dass Zustandsänderungen nicht zu oft auftreten 

Ziel: 
• Simultane nichtparametrische Schätzung (z.B. mit Nadaraya-Watson-

Kernschätzer oder neuronalen Netzen) der 2 .,,1),(),( Kkzzm kk K=σ  

• Schätzen der Zustandsindikatoren tS  und damit auch von 
Zustandsänderungen 

Expectation-Maximization- (EM) Algorithmen  
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