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1. Wasist Finanzmathematik ?

Financial mathematics

I I I |
Modeling of stock ~Optimal investment  Option pricing | Risk management

and bond prices | (Optimal portfolios)



1. Was ist Finanzmathematik ?

Welche Mathematik wird benétigt ?

Stochastik (insbesondere stochastische Prozesse)
Satistik

Stochastische Analysis (I1to-Kalkl)

(Nicht-lineare) Optimierung

Partielle Differerentialgleichungen

Stochastische Steuerung (Dynamische Optimierung)
Numerische Methoden

Monte Carlo Methoden



2. Wiewird man reich — Grundlagen der Portfolio-Optimierung

1. Idee: “Bestimme die Strategie, die mich zur Zeit T so reich wie mdoglich macht “
= Nicht moglich (“Kenntnis zukinftiger Preise bendtigt”)
= Notwendigkelt eines stochastischen Modells

2. | dee: “Bestimme die Strategie, die mein mittleres zuklnftiges Vermogen
E(X(T)) so grofd wie mdglich macht”

» DasProblemist die Losung (“alles Geld in eine Anlage!”)
» Notwendigkeit eines Modells mit Berlicksichtigung von Risiko und Ertrag

3. Idee: “Bestimme die Strategie, die mein mittleres zuklnftiges Vermogen
E(X(T)) unter akzeptablem Risiko so grof3 wie moglich macht”

= Markowitz: Erw.wert-Varianz-Prinzip (Nobelpreis 1990) => statischer Ansatz

» Notwendigkeit eines dynamischen Modells fur Aktienkurse und optimales
| nvestment



3. Dynamische Aktienpreismodelle
» Reale Daten
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= |rregulére Bewegung im Zeitablauf (“Nicht-glatt”)
= (lokal) keine vorhersehbare Tendenz, Fluktuationen dominieren




3. Dynamische Aktienpreismodelle -2-
Fundamentaler Baustein: Brownsche Bewegung W(t)

= W(0)=0, W(t)-W(s)~ N(O,t—s), stationare Zuwachse

= W (u)—W(r) unabhangigvon W (t)—W (s), s<t <r <u unabhangige Zuwéchse

EBrownian motion
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= Brownsche Bewegung modelliert den Zufallseinfluss (mehrdim. Verallgemeli-
nerung einfach)



3. Dynamische Aktienpreismodelle -3-
= Aktienpreis (einfachstes Modell): Geometrische Brownsche Bewegung

S,(t)= 5(0)-ep((b- 2407 )t+ oW (1)),  E(S (1)) =S (0)-ep(b-1)

Brownian motion Stock prices with mean
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= relativ gute Approximation der realen Welt (wenn auch verbesserbar !)



3. Dynamische Aktienpreismodelle -4-

Konseguenzen:
= ({bliche Rechenregeln der Analysis sind nicht anwendbar
» stochastische Analysis notwendig

= |to-Kalkil: Rechnen mit Brownscher Bewegung
f(t,W(t))= f(O,O)—I—ffX(S,W(S))d\N(S)—I—fft (S,W(s))ds+}§ffxx(s,W(s))ds

= Modell lasst sich einfach ssimulieren



4. Optionen und Optionsbewertung -1-

Was sind Optionen ?
- im Ublichen Sprachgebrauch: Rechte (“Mo6glichkeiten™)

- im Finanzbereich: Vertrage, die eine zukinftige Zahlung unsicherer (aber idR
nicht-negativer ') Hohe garantieren

- Zahlungen hangen meist von einer zugrunde liegenden GrolRe ab (, Derivate")

Welche Typen von Optionen gibt es ?

- Kauf- und Verkaufsoptionen (,, Calls, Puts*) auf Aktien und Guter
- Europa sche und Amerikanische Optionen

- Exotische Optionen (,,unzahlige Beispiele..... ,,)

Einesunserer Ziee: Erstellen eines Softwaretools zur freilen Konstruktion
weiterer Optionen (Projekt AG Korn/ AG Poetzsch-Heffter




Bsp. 1. Europaischer Call mit Ausiibungspreis K und Laufzeit T
= Zahlungvon B= (S (T)- K)+ zur Zeit T

Zahlung

>
K  Aktienkurs



Bsp. 2:
1) Barriere-Optionen
Down-and-out-Call = Zahlung von B = (S, (T)— K>+'1{S1(t)>H aeor N T

= Pfadabhangigkeit
11) Basket-Optionen

n
>.aS(T)-K
i=1

— Hochdimensionalitét

+

Zahlung von B = InT

11) Cliquet-Optionen

el el 4 ]|
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= Hochdimensionalitat und Pfadabhéngigkeit



4. Optionen und Optionsbewertung -2—

Warum handelt man mit Optionen ?
- Absicherungsfunktion (“Hedging”)
- Spekulationsfuktion:
0 Geringerer Preisals die Aktien
0 Hohere Liquiditét
0 Hohere prozentuale Gewinne (und Verluste): Hebel effekt

Wo liegt das Risiko beim Optionshandel ?
Optionen haben eine endliche Laufzeit

= Madglichkeit des Totalverlusts! (In BWL-Deutsch: ,, Das Verlustrisiko beim
Kauf einer Option ist auf die Kaufpramie beschrankt” )




Bsp. 3: Portfolioversicherung mit Hilfe eines Europaischen Puts
Europaischer Put = Zahlung von B = (K — Sl(T))+ zur Zeit T
Portfolioversicherung (Einfachstes Bsp.): Halte Aktie + Put

= Zahlungin T=(K —Sl(T))Jr +S(T)=K+(S(T)- K)Jr

Zahlung

I =
K  Aktienkurs



4. Optionen und Optionsbewertung -3-—

Hauptproblem: Wie bestimmt man den Preis einer Optionen ?

- Ubliche Ansitze:
o Uber Angebot und Nachfrage (hilft nix !)

o AlsBarwert: E(e‘rTB) = |st falsch, wenn b= r gilt !

- Finanzmathematischer Ansatz (einzig richtiger !):

Verwende die beiden folgenden Prinzipien

o No-Arbitrage-Prinzp (,,Es gibt keine risikolosen Gewinne ohne Einsatz von
Eigenkapital“)

o Duplikationsprinzp (, Bilde die Option mittels Aktien und risikol oser
Geldanlage nach®)



4. Optionen und Optionsbewertung -4 —

Hauptresultat: Risiko-neutrale Bewertunq

a) Im allgemeinen Black-Scholes-Modell (n Aktien, n-dimensionale Brownsche
Bewegung) kann jede beliebige (européische) Endzahlung durch das Verfolgen einer
geeigneten Handelsstrategie im Bond und den n Aktien exakt (1) dupliziert werden

(» Vollstandigkeit des Marktes*).

b) Im allgemeinen Black-Scholes-Modell ist der eindeutige Preis einer Option mit
Endzahlung B gegeben durch

o(e ")

Hierbei ist das Mal3 Q eindeutig durch die Tatsache bestimmt, dass fur alle
Wertpapiere unter Q

EQ(S1 (t)) —se” (, risiko-neutrale Bewertung*)

gilt.



4. Optionen und Optionsbewertung -5-—

Konsequenzen aus , Risiko-neutrale Bewertung" :
1. Zur Optionspewertung kann oBdA fur alle Aktien b =r angenommen werden.
2. Berihmteste Formel:

Black-Scholes-Formel flr einen Européischen Call
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3. Alle Methoden zur Berechnung eines Erwartungswerts liefern mogliche Bewer-
tungsalgorithmen:

» Integration

» Monte Carlo Simulation

» Partielle Differentialgleichungen

» Approximation durch diskrete stochastische Prozesse

4. FUr unser projektiertes Softwaretool wird ein universeller Bewertungsal gorithmus
benttigt (kombinierbar, unabhangig vom Optionstyp, nicht stark wachsend in der
Dimension) = Approximation durch mehrdimensionale, vollstandige Baume



5. Simulation und Steuerung 6konomischer Prozesse -1-

Hintergrund:
- Entscheidungen mit gesellschaftlicher Relevanz (Steuerschétzung, Konjunktur-
prognosen, Rentenmodelle, Altersvorsorge, ...) werden oft nicht (!) modellbasiert

(oder stark vereinfachend) getroffen !

- Viele Einflussfaktoren (z.B. Zinsentwicklung, Inflation, Aktienkurse,
Wechselkursg, ....) werden in der Finanzmathematik erfolgreich modelliert

- Die Theorie der stochastischen Steuerung ist weit fortgeschritten

Konsequenz:
» Mathematische Werkzeuge und Resultate sind vorhanden ...

» Wenige Zutaten mussen noch modelliert werden (Produktivitét, Beschéftigung, ...
> .



5. Simulation und Steuerung 6konomischer Prozesse -2-

Zidl: Erstellung eines (Software-)Rahmens zur (stochastischen) Modellierung und
Steuerung okonomischer Prozesse z.B:

Input:

Inflation di (t) =1 (t){(ry (t)—rr +A) dt+ odW (t)}
Zins (Nominalzins) drN():(e ary (t))dt +vdw, (t)
Aktienmarkt dA(t) = A(t){udt + /3 ()W (1)}, d9(t) = ...

Uberlebensintensitéten p(t +1tt+1,x) = (1+ exp( A (t+1)+ Ayt +1)(x+1)))_1
Arbeitslosigkeit ?

Steuerung:

Gesetze, Subventionen, .... : Wirkweise ?

Zid (z.B):
M aximier e das Bruttosozialprodukt: f (r (),1(T),A() ,’?|Gesetze,81bventionen,...)




5. Simulation und Steuerung 6konomischer Prozesse -3-

M athematische Probleme:

Behandlung nicht-linearer (stochastischer) Differentialgleichungen
Grenzverhalten und Stabilitat
Modellierung der Wirkweise der Mal3nahmen:

0 Steuerung mit Verzégerung (,, Delay-Gleichungen®)

0 Steuerung mit unsicherer Wirkung (verallgem. HIB-Gleichungen)

Schétz- und Kalibrierungsprobleme
Abschétzungen von Simulationsfehlern

| mplementation !

= reichlich Betédtigung !



