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Prefacio

En los ultimos afios nuestra habilidad para manipular sistemas de
ecuaciones expresadas mediante polinomios ha experimentado algunas
transformaciones cruciales. Comenzando con el descubrimiento de las
bases de Grobner por B. Buchberger a finales de los anos 60 [Buc70] y
apoyado por el espectacular crecimiento de las capacidades de los or-
denadores modernos muchas herramientas de la geometria algebraica
cldsica han ganado una gran importancia y, a su vez, la han hecho més
asequible y aplicable. Recientemente, las bases de Grobner han sido apli-
cadas en multitud de problemas por su capacidad de resolver sistemas
de ecuaciones polinomiales y como modelo algebraico de computacién.

No es casualidad que en el mismo periodo, desde el articulo seminal
de C. Shannon en 1948 [Sha48], muchas herramientas del algebra aplica-
da han sido aprovechadas para encontrar cédigos correctores de errores
con buenas propiedades y para implementar esquemas de codificacion y
descodificacion de los mismos.

Este transcurrir de ambas disciplinas ha proporcionado diversas y
fructiferas colaboraciones entre ellas hasta la actualidad, donde las in-
teracciones mutuas son multiples. Por este motivo proponemos el curso
titulado

Bases de Grobner: aplicaciones a la codificacién algebraica

dictado en la XX Escuela Venezolana de Matematicas como una in-
troduccién a la investigacién matematica en la codificacién algebraica
moderna de suma utilidad para aquellos investigadores y alumnos que
eventualmente deseen comenzar a trabajar en dicho campo.

Los docentes del curso han venido realizando su trabajo de investi-
gacién en este drea y cuentan con més de una cincuentena de articulos
internacionales de investigacién en la misma.
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Objetivos del curso

s Introducir las ténicas algebraicas basicas de bases de Grobner ne-
cesarias para la comprension de la situacién actual en la teoria de
codigos.

= Mostrar las principales aplicaciones de las bases de Grobner en la
teoria de la codificacién, tanto en su parte estructural como en los
procesos de codificacion y descodificacién.

= Mostrar algunas lineas de trabajo en la interaccién de ambas dis-
ciplinas, tanto en el marco tedrico como aplicado.

Prerrequisitos y notas al lector

El curso puede ser seguido teniendo un conocimiento basico de estruc-
turas algebraicas que comprenda cuerpos finitos, anillos de polinomios y
algebra conmutativa bésica. También seria conveniente (aunque no ne-
cesario) conocer una introduccién de bases de Grobner y de codificacion
algebraica para poder profundizar mas en el contenido del curso. Este
minimo se puede alcanzar con una lectura previa al curso del capitulo
2 “Groebner bases” (pp. 47-73) del libro [CLO97] y el capitulo 2 “Error
detection, correction and decoding” (pp. 5-14) de [LX04] o textos simila-
res, o bien los dos primeros capitulos de estas notas que serdan repasados
de forma somera durante el comienzo del curso.

Hemos tratado que estas notas sean lo mas autocontenidas posible,
no obstante, dada la extension del curso a impartir el la XX Escuela Ve-
nezolana de Matematicas se hacen llamadas a resultados que no estan
cubiertos en las notas y que han sido suplidos con la correspondiente bi-
bliografia. También, al ser la tematica muy amplia, hay relacciones entre
las bases de Grobner y cédigos correctores de errores que no han podido
ser tratados como por ejemplo el tratamiento de los cédigos quasi-ciclicos
o los cédigos dlgebro-geométricos y otros que no han sido tratados con la
profundidad deseada. Algunas secciones marcadas con (x) no han sido
cubiertas durante el curso pero nos han parecido pertinente incluirlas
para una lectura posterior.
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I
Capitulo 1

Introduccion a las bases de
Grobner

Las bases de Grobner son una herramienta fundamental y bésica en
muchos aspectos del algebra computacional. En este capitulo mostrare-
mos una breve introduccién a la teoria de las bases de Grobner forzo-
samente sesgada, por motivos de tiempo y espacio, hacia aquellos as-
pectos mas relacionados con otras partes del texto. Existe varias refe-
rencias excelentes sobre bases de Grobner y sus aplicaciones tales como
[AL96, BW93, CLO97, CLO05, GP02, Win96] y una recopilacién tedri-
ca en [Mor05]. Este capitulo sigue en gran parte el primer capitulo de

[AL96] y de [CLOYT].

1.1. Primer contacto

A lo largo de de todas las notas denotaremos por R = K[z1,...,x,] =
K[x] al anillo de polinomios sobre el cuerpo K. La mayor parte del tiempo
nuestro cuerpo sera un cuerpo finito de caracteristica p, con p primo, y
lo denotaremos por F, donde g = p' y I es un entero mayor que 0 (Véase
[LN86] para una introduccién a los cuerpos finitos y sus aplicaciones).
Un subconjunto no vacio I C R es un ideal de R si es cerrado bajo la
suma de polinomios (esto es, es un subgrupo aditivo) y es cerrado por
la multiplicacién de elementos de R (esto es, si f € R, g € I entonces
fg € I). Diremos que el ideal I estd finitamente generado si existen

1
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fi,-.., fs € R tales que

I:<f1,---,fs>¢{Zhifi|hi€R} (1.1)

=1

El siguiente teorema nos muestra una propiedad importante del anillo
de polinomios sobre un cuerpo.

Teorema 1.1 (Teorema de la base de Hilbert).
1. Si I es un ideal de R entonces estd finitamente generado.

2. (Condicion de cadena ascendente) Si I; C I C --- C I, C ---
es una cadena ascendente de ideales entonces existe un N tal que
Iy = Iy para todo M > N.

Una demostracion de este teorema se puede encontrar en la mayoria
de los libros citados al comienzo de este capitulo. En este capitulo defi-
niremos y construiremos un sistema de generadores finito f1,..., fs de
un ideal I C R que denominaremos base de Grobner, con ciertas pro-
piedadades deseables que nos ayude a resolver los siguientes problemas:

Problema 1: Determinar si un polinomio f pertenece a un ideal.

Problema 2: En caso de que pertenezca, determinar uq,...,us € R
tales que

upfi+--Fusfs = f.

Problema 3: Un ideal I C R define una relaciéon de equivalencia so-
bre R dada por f = ¢ mod I si f — g € I (la comprobacién se
deja como ejercicio). En conexién con esta construccién el proble-
ma es determinar un conjunto de representantes de las clases de
equivalencia de R/I y una base de R/I como K-espacio vectorial
(posiblemente no finita).

Ejemplo 1.2. En el caso R = K[z] el anillo de polinomios en una tinica
variable la respuesta a los tres problemas anteriores es inmediata pues
R es un dominio de ideales principales y se tiene que

I:<f1,---7fs>:<g:mCd(f1)"'7fS)>
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donde mcd denota el mdximo comiun divisor. Por lo tanto f pertenece a
I siy sdlo si su resto r al dividirlo por g es 0 (es decir, f es un maltiplo
de g). También r +1 = f+ 1 y r es un representante de la clase de
equivalencia. Por ltimo, 1,z,22,..., 2% donde d = grado(g) son una
base de R/I como K-espacio vectorial.

Ejemplo 1.3. En el caso del anillo R = K[z,y| el problema es mds
complicado pues no es un dominio de ideales principales. Veremos como
tratarlo con posterioridad. Por ejemplo, si consideramos el ideal

I=(zy—az,y+1)

y el polinomio f = xy, el “resto” de f entre xy — x es x y entre y + 1
es —x (en ninguno de los dos casos 0) sin embargo f pertenece al ideal
I pues
x
2
Otra forma de definir un ideal en R es la siguiente: Consideremos un
subconjunto V' (posiblemente infinito) de puntos en el espacio K", el
conjunto de polinomios

fzé(xy—m)Jr (y+1)

I(V)y={feR]| flar,...,an) =0 V(a1,...,a,) €V} TR (1.2)

es un ideal de R (la demostracién se deja como ejercicio). El teorema de
la base de Hilbert nos dice que Z(V') estd finitamente generado, en otras
palabras, cualquier sistema de ecuaciones polinémicas (posiblemente in-
finito) es equivalente a un sistema con un ndimero finito de ecuaciones.
La construccién anterior es muy importante, pues nos proporciona un
“diccionario” entre la geometria y el algebra:

Subconjuntos de R — Variedades de K"
S — V(S)={acK"|f(a)=0 VfeS}
(1.3)
y la aplicacién anterior
Subconjuntos de K® —— Ideales en R (1.4)

|4 — (V)

Es fécil comprobar (se deja como ejercicio) que I C Z(V(I)) pero la
igualdad no se da siempre. A cada polinomio f € R se le asocia una
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aplicacién polinémica de evaluacién que, con abuso de notacién notare-
mos por f siempre que no de lugar a error dada por

f: K — K
a — f(a)

Nétese que dos funciones f, g son idénticas sobre cierta variedad V([I)
si los correspondientes polinomios cumplen f — g € Z(V(I)), es decir, si
pertenecen a la misma clase de equivalencia en R/Z(V(I)).

1.2. Ordenes monomiales

A la hora de definir una divisién en polinomios de més de una variable
es importante especificar un orden en el conjunto de los monomios

T = {x* =" ...al" [a=(o1,...,00) € Z} (1.5)

Definicion 1.4. Definimos un orden monomial sobre T™ como un orden
total < que satisface:

1. 1 < x* para todo x* € T" distinto de 1.
2. Si x* < xP entonces x7x* < x7xP para todo x7 € T".

Ejercicio 1.5. Comprueba que el inico orden monomial en Klz| el
anillo de polinomios en una sola variable es el que viene dado por el
grado, esto es, extiende a

n

N L SRR S B

Como es usual, escribiremos x® < x? para denotar que x* < x° o
x® = x”. El resultado siguiente nos proporciona dos propiedades impor-
tantes de un orden monomial. La primera de ellas nos dice que un orden
monomial es compatible con la relacién de divisibilidad.

Proposicién 1.6. Sea < un orden monomial sobre T™.
1. Sean x*,x° € T", si x* divide a x° entonces x* < x°.

2. Un orden monomial es un buen orden, esto es, para todo subcon-
junto T C T™ existe x* € T tal que x* < xP para todo x°® € T.
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Demostracion.

1. Como x® divide a x? entonces existe x” tal que x*x” = x?, y como
1 < x7 del apartado 2) de la definicién 1.4 se sigue el resultado.

2. Supongamos no se cumple la condicién en 2). Entonces existe una
cadena descendente en T™ de forma que

XM - X2 - xS - L
De donde la cadena de ideales de R dada por

<x0ll> g_ <X041’XC¥2> g_ <Xa1,xa2,xa3> g L.

es una cadena extrictamentetamente creciente de ideales, lo que
contradice el teorema de la base de Hilbert. Para ver que las
contenciones son extrictas basta ver que no se da el caso x% =
i-1 o, . . o .
> j=1XY fj con f; € R, pero esto implica que x es divisible por
algin x“ que contradice la cadena ascendente de monomios por
la parte 1) de la proposicion.

Definimos dos de los érdenes monomiales mas importantes:

Definicién 1.7 (Orden lexicografico). Sean x®,x°% € T™ decimos que
XY = 1ex XP si la componente no nula mds a la izquierda del vector o — 3
es positiva.

Definicién 1.8 (Orden graduado reverso-lexicografico). Sean x®,x? €
T™ decimos que X* =greviex xP si Y>> fBiosiy =06
entonces la componente no nula mds a la derecha del vector oo — (3 es
negativa.

Ejercicio 1.9. Demuestra que los drdenes definidos en las definiciones
1.7y 1.8 son dos drdenes monomiales.

Dado un polinomio f = ) cox® € R, 0 # ¢, € K, llamaremos
término lider de f respecto al orden monomial < y lo notaremos por
It (f) al producto 05X5 donde z” es el mayor monomio que aparece en
el polinomio f para el orden monomial . Anédlogamente llamaremos
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monomio lider de f respecto al orden monomial < a lm, (f) = x% y
coeficiente lider a lcy (f) = cg. Llamaremos multigrado de f respecto
al orden monomial < a 3 = (f1,...,[,). Podemos extender de forma
obvia el orden monomial < a un orden sobre ZZ.

La siguiente proposicién nos proporciona un resultado que extiende la
divisién euclidea de polinomios en una sola variable al caso multivariable.

Proposicion 1.10. Fijado un orden monomial = en T" y sea f1,..., fs
una s-upla ordenada de polinomios de R. Cada f € R puede ser expre-
sado de la forma

F=urfit o tugfatr (1.6)

donde u;, v € R y donde o bien r =0 o bien r es una combinacion lineal
de monomios no divisibles por los monomios {Its(f;)}:_;.

En el capitulo 1 §5 de [AL96] se muestra un algoritmo que nos pro-
porciona el resultado de la proposicién anterior, el llamado algoritmo de
divisién multivariable que reproducimos a continuacion

Algoritmo 1.11 (Algoritmo de divisién multivariable).

Input: fi,...,fs con f; #0 (1 <i < s) y un orden monomial <.

Output: uq...,us,r tales que
f=ufi+. .. tusfs+r

donde o bienr = 0 o bienr es una combinacion lineal de monomios
no divisibles por los monomios {Imy (f;)};_,

u—01<i<s,r<—0,h—f
while h # 0 do
if existe un i tal que lmy (f;) divide a lmy (h) then
toma el menor i tal que lm, (f;) divide a lm (h)
1t (h)
It (fi)
Ity (fi)""
else

7.
8: r—17r-+ ]t>. (h)
9 heh—1t(h)

U < Ui +

h~—h

S
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10:  end if
11: end while

Debemos notar que hay dos diferencias fundamentales con la divisién
euclidea sobre el anillo K[z]| de polinomios de una sola variable. La pri-
mera es que permitimos la divisién por méas de un elemento, esto es
debido a que nuestro anillo ya no es un dominio de ideales principales
como en el caso de una variable. La segunda y més importante es que
nuestro resultado uj ..., us,r depende del orden en la s-upla fi,..., fs
(ver primera condicién despues del “if” en el algoritmo) y del orden
monomial < elegido.

Ejercicio 1.12. Implementa el algoritmo 1.11 en tu lenguaje de progra-
macion favorito.

1.3. Bases de Grobner

Hemos visto en la seccién anterior que dado un orden monomial y
una s-upla ordenada fi,..., fs de polinomios de R podemos calcular el
resto r de la division multivariable de un polinomio f € R. En el caso
de una sola variable un polinomio f pertenece al ideal (g) si y s6lo si el
resto de la divisién euclidea de f por g es 0. Supongamos ahora el ideal
I={f1,...,fs) C R, es claro que si r = 0 entonces f € I pues

f=ufi+- +usfs

pero, ;Es el reciproco cierto?, la respuesta es negativa en general, como
muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.13. Consideremos los polinomios de Q[x,y] del Ejemplo 1.3,
fi=ay—x, fo=y+1, f=2ay y el orden lexicogrifico con y = x. El
resto de f entre f1,fo es v = x # 0 sin embargo f pertenece al ideal

(f1, f2).

;,Qué esta ocurriendo en el ejemplo anterior? Es claro que el resto
r = x pertenece también al ideal (f1, f2) pues r = f — f1, pero no existe
ningin término lider en f1, fo que pueda cancelarlo. Es decir, para poder
conseguir mediante la division multivariable por fi,..., fs que un resto
no nulo implique la no pertenencia al ideal I = (f1,..., fs), debemos
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poder eliminar todos los términos lider de los elementos de I mediante
los términos lider de f1,..., fs.
La discusién anterior motiva la siguiente definicion

Definicién 1.14 (Base de Grébner). Dado un orden monomial > y un

ideal I C R diremos que el conjunto {fi,...,fs} C R es una base de
Grébner de I para - si se cumple
(I6s-(f1), - - 1t (fs)) = (It (1)) (L.7)

donde 1t (I) = {lt-(f) | f € I}.

En el siguiente resultado veremos que efectivamente una base de Grobner
es un sistema de generadores del ideal I y demostraremos su existencia.

Teorema 1.15. Dado un orden monomial = y un ideal I C R existe
una base de Gréobner de I y es un sistema de generadores del ideal I.

Demostracion. El teorema de la base de Hilbert (vedse Teorema 1.1)

asegura que existe un sistema de generadores finito hi,...,hs para el
ideal (1t.(I)). Como (It (I)) estd generado por términos lideres de I
podemos encontrar polinomios g1, ...,gs € I tales que

hi € (b (1), 1t (g,)), 1<i<s

esto es

(165 (1)) = (P, .. hs) C (b (g1), - 1t (g5)) € (At (1))

de donde se sigue que (Ity (1)) = (It-(g1),...,1ts(gs)) y por lo tanto el
conjunto de polinomios {g1,...,gs} es una base de Grobner.

Para probar que {g1,...,9s} es un sistema de generadores de I sélo
debemos probar que (g1,...,gs) D I pues los elementos g; pertenecen
a [ para 1 < i < s. Sea f un elemento de I y consideremos su divi-
sién multivariable por {gi,...,gs} utilizando el algoritmo de divisién
multivariable para el orden >

f=uwmg+...+usgs + 7.
Supongamos que 7 # 0, entonces

r=f—ugi+...+usgs €I\{0}
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de donde lt.(r) € (It (1)) = (It-(91),...,1ts(gs)) por lo que lt.(r)
debe dividir algin lt. (g;) 1 < i < s lo que contradice la Proposicién
1.10. O

La ultima parte de la demostracién anterior nos sirve como demostra-
cioén de la siguiente proposicién que veniamos buscando desde el principio
de esta seccién

Proposicién 1.16. SiG = {g1,...,gs} es una base de Grobner del ideal
I C R entonces f € I siy solo si el resto de la division multivariable de
f por G es 0.

El resultado anterior nos muestra una forma algoritmica (una vez que
sepamos construir una base de Grobner para un ideal) para contestar a
los Problemas 1 y 2 planteados al comienzo del capitulo. Ademads, el resto
que obtenemos por la divisién es Uinico como nos muestra el siguiente
resultado

Proposicién 1.17. Si G = {¢1,...,9s} es una base de Grobner del
ideal I C R para el orden monomial = y f € R, entonces f puede ser
escrito de forma unica como

f=g+r (1.8)
donde g € I y ningin término de r se puede dividir porlty (g;) 1 <i < s.

Demostracién. Supongamos existen dos polinomios r,7" € R tales que
f=g+ryf=g¢g +1" cong,g €l Estoes

r—r'=9¢g —-gel

Supongamos r — 1’ # 0, entonces existe algiin It (g;) 1 < i < s tal que
divide a lt. (r — ') lo que es imposible, pues ningtn 1t (¢;) 1 < i < s
divide a r o a 7. O

Notaremos por
o=
al Unico resto de la division multivariante de f por G para el orden
monomial >. En una seccién posterior veremos que estos restos nos

proporcionan un conjunto de representantes del anillo cociente R/I que
dan respuesta al Problema 3 planteado al principio de este capitulo.
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1.4. El algoritmo de Buchberger

Las proposiciones 1.16 y 1.17 nos proporcionan dos resultados valiosos
siempre y cuando conozcamos una base de Grobner del ideal I C R.
Sin embargo el teorema 1.15 sélo nos muestra un resultado existencial.
En esta seccién mostraremos el algoritmo de Buchberger [Buc85] para
el calculo de una base de Grobner de un ideal dado por un sistema
de generadores. La herramienta fundamental son los S-polinomios que
esencialmente son la combinacién mas simple de dos polinomios que
cancela sus términos lideres.

Definicién 1.18 (S-polinomio). Sean f,g € R dos polinomios no nulos
y = un orden monomial. El S-polinomio de f y g es

x7 x7
SC9=5m T mw

donde 7 = mcm {lm, (f),lm. (g)}.

- g, (1.9)

Notar que el S-polinomio depende del orden monomial > elegido, aun-
que para aliviar la notacién no utilizaremos S(f, g)» més que cuando
sea extrictamente necesario. El siguiente resultado muestra que cualquier
cancelacion de términos lideres entre polinomios con el mismo multigra-
do es producto de una cancelacién de S-polinomios.

Proposiciéon 1.19. Fijado un orden monomial >, supongamos que f =
Zle ci fi, donde c; e Ky fi € R para 1 <1 < s; y el multigrado de f;
es 0 = (01,...,0n) € Z% para todo 1 < i < s. Si el multigrado de f es

menor que § entonces f es una combinacion lineal con coeficientes en K
de los S-polinomios

S(fjafk)7 1§],k§5
Ademds cada S-polinomio tiene multigrado menor o igual que J.

Demostracion. Sea d; = le.(f;) € K. Como ¢;f; tiene multigrado § y
f tiene multigrado extrictamente menor que ¢ entonces » ., dic; = 0.
Sea p; el polinomio ménico p; = f;/d; 1 <i < s, entonces

f :ZCidipi = c1dy(p1 — p2) + (c1dy + cada)(p2 — p3) + -+ + L10)
i=1 .

(Cldl +---+ Cs—lds—l)(ps—l - ps) + (Cldl +---+ Csds)ps‘
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También se tiene que

U I = T G

)fk =pj—pr, 1<5,k<s (111)

Utilizando »_7 ; d;c; = 0 y la ecuacién (1.11) en la ecuacién (1.10) se
tiene que

[ =c1diS(f1, f2) + (c1di + c2d2)S(f2, f3) + -+ - +

1.12
(crdy + -+ + cs—1ds—1)S(fo—1, fs)- (1.12)

que es una suma de la forma deseada. ]

Utilizando la proposiciéon anterior podemos probar el siguiente crite-
rio para comprobar cuando una conjunto de polinomios es una base de
Grdébner.

Proposicién 1.20 (Criterio de Buchberger). Fijado un orden monomial
>~ sea I un ideal en R. Un sistema de generadores G = {g1,...,gs} de
I es una base de Grébner si y sélo si

G . L
S(girgj). =0, 1<4d,j<s, i#].

Demostracion.

=) S(9i,95),. € I, si G es una base de Grébner aplicando la proposicién

G
1.16 se tiene que S(g;,g;),. = 0.

<) Sea
F= g (1.13)
i=1

un polinomio de I. Es claro que el multigrado de f es menor o
igual que el maximo de los multigrados de los polinomios u;g; con
1 <4 < s. Silaigualdad no ocurre debe existir alguna coincidencia
en los multigrados de los polinomios {u;g;};_;-

Consideremos ahora todas las posibles combinaciones del tipo (1.13)
en que puede ser escrito f. Como > es un buen orden podemos
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elegir aquella en que el maximo de los multigrados de los polino-
mios {u;g;};_, sea minimo. Sea ese méximo J. Supongamos que el
multigrado de f es menor que §, podemos reescribir (1.13) como

f= Z u;g; + Z U; gi

m(i)= m(i)=<6

Z 1t> U gl+ Z 1t> uz gz+ Z Ui gi

m(i)=4 m(i)=4 m(1)<d

(1.14)

donde los monomios que aparecen en el segundo y tercer sumando
tienen todos multigrado menor que d. Por lo tanto, que el multigra-
do de f sea menor que ¢ implica que el primer sumando también
ha de tener multigrado menor que 9.

Sea Ity (u;) = ¢;x*(®) | esto es
Z Ity (u;)g; = Z cxo‘(l
m(i)=0 m(i)=4
la proposicion 1.19 implica que esta suma es una combinacion lineal
de S-polinomios de la forma

S(x*W g x*® gy = x5k S (g gr) 1< 4k <s (1.15)

donde x%* = mem(lmy (g;),1my (gx)). Aplicando la proposicién
1.19 existen constantes c;i € K tales que

Do lte(u)gi= Y eux"*S(g5, g8) (1.16)

m(i)=4 1<5,k<s

Por hipétesis sabemos que S(gz,g]) =0, 1<i,j<s, 1i+#],
es decir, existen polinomios a;;; € R tales que

s
=1

donde el multigrado de S(gj, gx) es mayor o igual que el de cada
producto a;jxgi, 1 < 4,7,k < s. Si multiplicamos ambos términos
de la igualdad anterior por 2°~7* obtenemos

S
X(S*'ijS(gj,gk) = Zbljkg’u 1 S Z.7j7k S S, { %j (118)
i=1
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donde b;j, = X‘;*'Yﬂ"caijk, y sabemos por la proposiciéon 1.19 que el
multigrado de b;;,g; es menor que el de x977kS(g;, gr) y por tanto
menor que J. Sustituyendo en la ecuacién (1.16) se tiene

Z lt>.(ui)gi = Z Cj',k:l (Z bijkgz) = Z ﬁigi (1'19)
i,k i=1 =1

m(i)=0

con multigrado del polinomio iLZ—gi menor que 0 para 1 <i < s.

Si sustituimos la ecuacién (1.19) en la ecuacién (1.14) obtenemos
f como una combinacién de ¢g; con 1 < 7 < s y donde todos
los términos tienen multigrado menor que ¢, lo que contradice la
minimalidad de §. Finalmente hemos llegado a una contradiccién,
por lo que el multigrado de f ha de ser d, por lo tanto en la ecuacién
(1.13) existe algin i tal que Ity (g;) divide a f lo que muestra que

It (f) € ({1t (g:) }i_1)-
O

A partir de los dos resultados anteriores parece una idea natural que
para construir una base de Grobner de un ideal I C R dado por un
sistema de generadores {fi,..., f} debemos anadir cierta redundancia
de generadores. No es una sorpresa, tras la discusién anterior, que los
candidatos a nuevos generadores a anadir sean los S-polinomios. Veamos
un ejemplo antes de enunciar el algoritmo de Buchberger.

Ejemplo 1.21. Continuando con los ejemplos 1.3 y 1.13 consideremos
los polinomios fi = xy —x, fao=y+ 1 en Q[z,y] y el ideal I = (f1, fa).
El conjunto {f1, fo} no es una base de Grobner del ideal para el orden
lexicogrifico con x < y pues

S(fl,fz>=% 1—% = (ay—a) —2(y + 1) = —2a,

cuyo resto no es 0 al dividir por {f1, fo}. Ademds es claro que f3 =
S(f1, f2) = —2x pertenece a 1. Si anadimos el nuevo polinomio f3 € I

- F
al conjunto de generadores F' = {f1, fa, f3} se tiene S(f1, f2). = 0.
Calculemos ahora los S-polinomios restantes:

S(f1, f3) =22, = S(f17f3)§ =0
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S(fo f3) = =2z, = S(fa, f3)s. =0

por lo que F' es una base de Grébner de I por la proposicion 1.20.

El resultado siguiente nos asegura que mediante el procedimiento an-
terior (llamado algoritmo de Buchberger) siempre se llega a una base de
Grébner en un nimero finito de pasos.

Algoritmo 1.22 (Algoritmo de Buchberger).

Input: F = {fi,...,fs} con I = ({fi};_;) # {0} y > un orden mono-

mial.

Output: Una base de Grobner para el ideal I en el orden monomial .

G F, G — {0}

2: while G # G’ do

3 G G

for cada par {p,q} C G' con p#q do

S — S(.q).

if S # 0 then
G — GU{S}

end if

9:  end for

10: end while

Proposicién 1.23. Sea I = (f1,..., fs) C R un ideal distinto de {0},
entonces se puede construir una base de Grébner del ideal I para un
orden monomial > mediante el algoritmo 1.22

Demostracion. Mostraremos primero que G C I en cada paso del algo-

ritmo, lo que es claro pues S(p, q),. € I por pertenecer py q a I. Ademads,
G es un sistema de generadores de I en cada paso pues contiene a F'.

El algoritmo termina cuando G = G’, es decir S(p, q)(: = 0 para todo
par p,q € G', es decir, por el criterio de Buchberger (proposicién 1.20)
el resultado es una base de Grobner.

Falta comprobar que el algoritmo termina.Notemos por lt. (G) =
{lty-(g9) | g € G}. Es claro que

(16 (@) € (- (). (1.20)
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Es més, en el caso G # G’ la contencién es extricta pues supongamos
que un nuevo resto r # 0 se anade a G en el paso 7 del algoritmo, lt. (7)
no es divisible por los téminos lideres de los elementos de G’ y entonces

It (r) € (I6-(GQ)), 1t (r) ¢ (1t (G)) -

Esto es, la ecuacién (1.20) muestra una cadena ascendente de ideales
que ha de estabilizarse (ver teorema 1.1) en algiin momento en que

G=G". O

Hemos visto que en el algoritmo 1.22 en cada paso efectivo se afiade un
nuevo generador al conjunto G. Esto lleva a que la base de Grobner re-
sultante sea altamente redundante en generadores, el siguiente resultado
nos ayuda a reducir su tamano.

Proposiciéon 1.24. Sea G una base de Grobner del ideal I C R y el
orden monomial >. Sea g € G tal que 1ty (g) € (It (G \ {g})). Entonces
G\ {g} también es una base de Gréibner del ideal I C R y el orden
monomial >.

Demostracion. Por definicién de base de Grobner (It (G)) = (It (1)),
pero (It. (G)) = (It=(G \ {g})), por lo tanto G \ {g} es una base de
Grébner del ideal I C R. O

También podemos ajustar las constantes de forma que tengamos todos
los polinomios ménicos (es decir con coeficiente lider 1):

Definicion 1.25. Llamaremos base de Grébner minimal de un ideal
I C R respecto del orden monomial = a una base de Grobner G tal que:

1. lee(g9) = 1 para todo g € G.
2. Para todo g € G se tiene 1ty (g) ¢ (It (G \ {g}))-

Ejercicio 1.26. Comprueba que si tenemos dos bases de Grobner mi-
nimales G y G de un ideal I C R respecto del orden monomial > se

tiene que lty (G) = It (G). En particular, contienen el mismo nimero
de elementos.

Atn con los condicionantes de una base minimal respecto de un orden
dado la base de Grébner no es unica, por ejemplo los polinomios

fi=y+ar+1, fo=2, acQ
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son una base minimal de Grobner para el ideal del ejemplo 1.21 para
el orden lexicografico, con x < y, para cualquier eleccién del pardmetro
a € Q. Afortunadamente podemos distinguir una como la méas adecuada.

Definicion 1.27. Llamaremos base de Grobner reducida de un ideal
I C R respecto del orden monomial = a una base de Grobner G tal que:

1. le(g) = 1 para todo g € G.
2. Para todo g € G ningin monomio de g pertence a (1tw (G \ {g})).

Es claro que una base reducida es minimal. En el caso anterior cuando
el pardmetro a = 0 la base es reducida.

Proposicién 1.28. Sea {0} # I C R un ideal. Para un orden monomial
> dado existe una unica base de Grobner reducida.

Demostracion. Sea G una base de Grobner minimal del ideal 1. Diremos
que el polinomio g es reducido respecto a G si ningin monomio de g

pertenece a (Ity (G \ {g}))-

Dado un elemento g € G definimos ¢’ = gf\{g } , es facil comprobar que
G' = (G\ {g})U{g'} es también una base minimal de I. Ahora tomemos
todos los elementos de G y repetimos el procedimiento anterior hasta que
la base es reducida, como los términos lideres nunca cambian, una vez
un polinomio es reducido permanece reducido hasta el final del proceso,
de donde el resultado final es una base de Grobner reducida.

Supongamos ahora que existen dos bases reducidas G y G del ideal
I para el orden >, por lo tanto Ity (G) = lts (G) (ver ejercicio 1.26).
Consideremos los elementos g € Gy § € G tales que Ity (g) = lts ().
Claramente, por pertenecer al ideal,

como ambos tienen igual monomio lider y son reducidos respecto el resto

. . —G - .
de su correspondiente base se tiene que (g —g). = (9 —g) y se sigue
que g = g. O

No es el objetivo de estas notas hacer un anélisis de la complejidad del
calculo de una base de Grobner, simplemente notar que esisten refina-
mientos del algoritmo de Buchberger que permiten una mayor eficiencia.
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En general si n es el nimero de variables y d es el grado maximo de los
polinomios que generan el ideal se tiene que el mayor grado de un poli-
nomio que aparezca en una base reducida del ideal para cualquier orden
D(n,d) esta acotado por (ver [Dub89, MM84])

cd®” < D(n,d) < d*"

donde c¢ es una constante.

Para finalizar esta seccion en el siguiente ejercicio se hacen notar las
semejanzas entre las bases de Grobner para el orden lexicografico y la
eliminacién gaussiana.

Ejercicio 1.29. Compara los pasos mecesarios de reduccion por filas
para realizar la eliminacion gaussiana (hasta su forma reducida) del sis-
tema de ecuaciones lineales

29 -3 4 0 ”3 8
1 40 3 y:O
~1 —15 4 —9 N

w 0

con el cdlculo de la base reducida de Grobner del ideal
I =2x—3y+4z, v+ 4y + 3w, —x — 15y + 4z — Yw)

para el orden lexicogrdfico con x =y > z = w.

1.5. Introduccidon a la eliminacién

La eliminacién de variables, es decir, encontrar ecuaciones que sélo
relacionen las soluciones de ciertas variables excluyendo el resto, es una
de las técnicas mas utilizadas en la resolucién de sistemas de ecuaciones.
Por ejemplo, consideramos el sistema de ecuaciones

zy—z+1 =0
r—2y =0

y el polinomio

1 1
(wy—x+1)+§m(x—2y):§$2—m+1:0
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que elimina la variable y y nos permite calcular los valores de x que
satisfacen el sistema de ecuaciones.
En general dado un sistema de s ecuaciones

Ji=0,....fs=0 (1.21)
donde f; € R para 1 < i < s podemos considerar el ideal I = (f,..., fs)
y las intersecciones

I NKlzg,z3,...,2,] que elimina x4,
INK[zs,...,z,] que elimina z1, zs,

(1.22)
I NK[zy,] que elimina x1,...,z,1.

A estos ideales se les denomina ideales de eliminacidon, el objetivo prin-
cipal de la teoria de la eliminacién es buscar un sistema de generadores
para cada uno de ellos. Si nosotros disponemos de una base de Grébner
para el orden lexicografico.

Proposicién 1.30 (Teorema de eliminacién). Sea I = (f1,...,fs) C R
un ideal y G = {g1,...,g¢} una base de Grobner de I respecto del orden
lexicogrdfico =1ex, entonces para cada k con 2 < k < n el conjunto

GﬂK[l‘k,...,l‘n]

es una base de Gréobner respecto del orden lexicogrifico del ideal de eli-
minacion
INK[zg, ...,z

Demostracion. Consideremos un elemento f € I NK|xg,...,z,]. Como
f € I existe un elemento g € G tal que Ity _ (¢) divide alty,_ (f), ademds
Ity .. (f) no posee divisores entre z1,...,25_1 y por lo tanto tampoco
Ity (g). Como en el orden lexicografico 1 >jex T2 ™lex *** ™lex Zn
un monomio que sea divisible por z1,...,Zr_1 €s mayor que uno en
K[z, ..., zy],por lo tanto

Ity (9) € Klzg,...,2n] = g € Klzg,. .., 2]

Por lo tanto para un 0 # f € I NK[zg,...,z,] se tiene que existe un
elemento g € G N K[z, ..., x,] tal que Ity (g) divide a It (f), esto
es, GNK|zg, ..., x,] es una base de Grobner del ideal de eliminacién [
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Una de las principales desventajas de esta aproximacién a la elimina-
cién es que el orden lexicografico a menudo nos lleva a bases de Grébner
muy grandes y costosas de calcular. Una alternativa consiste en crear
ordenes de eliminacién para cierto nimero de variables basados en otro
orden monomial que tenga buenas propiedades de calculo de la base de
Grobner como el graduado reverso lexicografico (ver [BS87]). Otra alter-
nativa para ideales 0-dimensionales (ver seccién 1.6) es calcular la base
de Grobner para el orden graduado reverso lexicografico y posteriormen-
te mediante técnicas de algebra lineal (ver [FGLM93|) calcular la base
de Grobner para el orden lexicografico.

Otro aspecto a tener en cuenta en la teoria de la eliminacion es el
de la sustitucién progresiva de las soluciones sistema a partir de los
ideales de eliminacion anteriores, es decir, cuando una solucién parcial
(Sks- -y 8n) € K" Flen V(INK[zg,...,z,]) se puede extender a una
solucién (s_1,8k,---,8n) € K" "2 en V(INK[zp_1,...,2,]). El si-
guiente resultado nos proporciona esta informacién cuando K es alge-
braicamente cerrado.

Proposicién 1.31 (Teorema de extensién). Sea I = (fi,...,fs) C R
y K es algebraicamente cerrado. Consideremos el ideal de eliminacion
I = INKlzg, x3,...,2,]. Para cada 1 <i < s se puede escribir

fi= fi(xg,mg, e ,a:n):viv’ + (términos con grado de r1 < N;),

con Ny > 0y fi(za,x3,...,2,) # 0. Sea (s2,...,5,) € V(I1) una solu-
cion de Iy, si fi(s2,83,...,8,) # 0 para al menos un valor de 1 <1i <'s
entonces existe s1 € K tal que (s1, s2,83,...,5n) € V(I).

Una demostracion de la proposicién anterior requiere el uso de resul-

tantes y excede el objetivo de estas notas, el lector interesado puede
consultar [CLO97, §6].

1.6. Algebras de dimension finita

En esta seccién estudiaremos el problema 3 de la seccién 1.1 en el caso
finito dimensional. Es decir, la “aritmética de los restos” asociada a una
base de Grobner G C R respecto a un orden dado > o, méas formalmente,
estudiaremos el anillo R/ (G). Sea I = (G), dado cualquier polinomio
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f € R sabemos que ff es una combinacién lineal de aquellos monomios
x* ¢ (Ite-(I)), ademas

Es facil comprobar que existe una relacciéon uno a uno entre los restos
y los representantes del anillo cociente R/I compatible con la suma y el
producto.

Ejercicio 1.32. Comprueba la frase anterior, es decir, comprueba que
dados f,g € R se tiene

-G _ ——G
1. f>+g> = (f+g>>'
=G _ —G
2 flgg=(f9).
Podemos dotar al anillo cociente R/I de una estructura de K-espacio
vectorial, esto es, un K-algebra que notaremos por A = R/I. Una base

de A como K-espacio vectorial es la base cuyos representantes son los
monomios en el conjunto (monomios estandar o canénicos)

B ={x" ¢ (It~ (1))} - (1.24)

El siguiente resultado caracteriza cuéndo el K-algebra A = R/I posee
dimensién finita como K-espacio vectorial (una demostracién se puede
encontrar en [AL96, Teorema 2.2.7]):

Teorema 1.33. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y I C R un
ideal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El dglgebra A = R/I tiene dimension finita como K-espacio vecto-
rial.

2. La variedad V(I) tiene un nimero finito de puntos.

3. Si G es una base de Gréibner del ideal I, para cada i, 1 < i <n
existe un entero positivo m; con x; " = lt(g), donde g € G.



Capitio 2
Capitulo

Codigos correctores de errores

Cuando utilizamos un objeto tan cotidiano como un disco compacto
(por ejemplo, de audio) pocas veces somos conscientes de su complejidad.
Para su fabricacién se ha discretizado la funciéon “sonido.2 partir de
tomas discretas de datos: 2 x 44100 tomas por segundo (el sistema es
estereofénico y permite reproducir frecuencias de hasta 20000 Hz.) cada
una de las cuales se ajusta a una escala de 216 niveles. Esto se traduce
en 44100 x 16 x 2 = 1411200 bits de informacién por segundo para
almacenar en el disco. Ademds, por motivos técnicos, cada 8 bits de
datos (audiobytes) se graban en el disco mediante 17 bits. Con esto,
cada segundo de musica requiere almacenar 2998800 bits en el disco.

Con estos enormes volumenes de datos, no es extrano que uno de los
problemas ma&s importantes que genera la manipulacion y transmision
de la informacién digital sea el de los errores. Basta una pequena al-
teracién del soporte que contiene o transmite la informacién (un rayén
sobre un disco o una onda parasita) para que una parte del mensaje se
corrompa: algunos de los 0 serdn leidos como 1 y viceversa. En el caso del
disco compacto, un pequeno rayén de 1 mm. puede alterar entre 2000 y
4000 bits. Por tanto es preciso desarrollar algiin mecanismo que permi-
ta detectar cuando se han producido errores y, si es posible, corregirlos
recuperando la informacién original. Con este propdsito nacieron en los
anos 50 (coincidiendo con el desarrollo de las primeras computadoras)
los codigos correctores de errores.

En los inicios de la telefonia, la calidad del sonido transmitido era
muy pobre. A menudo, para trasmitir una palabra se utilizaba un codi-

21
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go basado en iniciales. Por ejemplo, la palabra error se codificaba como
“FEco-Romeo-Romeo-Omega-Romeo”. Desde la invencién de estos pri-
meros codigos, hasta los que usamos hoy en dia, se ha experimentado
una tremenda evolucién. Sin embargo la filosofia subyacente sigue siendo
la misma: el mensaje original se trocea en partes, cada una de las cuales
se codifica mediante la inclusién sistematica de informacién redundante.
En base a esa redundancia es posible detectar los errores producidos vy,
si no sobrepasan ciertas cotas, corregirlos. Como contrapartida, el precio
que pagamos es el aumento del tamanio de los mensajes transmitidos (o,
visto de otra forma, la reduccién en la cantidad de informacién 'neta’
que contiene cada mensaje recibido).

La Teoria de los codigos correctores de errores forma hoy un extenso
y fructifero campo de interaccion entre las matematicas y las tecno-
logias de la informacién, en el que conceptos y resultados matematicos
abstractos permiten dar elegantes soluciones al problema de transmitir
informacién de forma eficiente y segura. Entre estos conceptos matemati-
cos juegan un papel relevante el algebra lineal y la teoria de bases de
Grébner. Para un tratamiento mas completo de esta teoria pueden con-
sultarse [MS85, MT97, JH04, PH9S].

2.1. La informacion y los errores

2.1.1. La informacion digital

La informacién digital se caracteriza por presentarse en un formato
discreto. Sean A un conjunto finito (o alfabeto) y A* el conjunto de se-
cuencias finitas de elementos de A. Una informacion digital (o palabra,
o mensaje) es simplemente una secuencia m = x1xy--- € A*. Un texto
escrito (este libro) es un buen ejemplo de informacién digital. Por con-
veniencia, el alfabeto A suele identificarse con algin sistema numérico y
muy a menudo con {0, 1}, conjunto que interpretaremos como el cuerpo
finito Fo. De manera andloga, si A contiene ¢ elementos y ¢ es la poten-
cia de un nimero primo, entonces A se identifica con el cuerpo finito con
q elementos IF,. Esta identificacién permite aplicar a los problemas de
codificacién todos los recursos del algebra y la geometria sobre cuerpos
finitos.

Una vez se tiene la informacién en el formato digital adecuado (binario
0 1no) es apta para su manipulacién o transmisién, siguiendo un esquema
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del tipo

emisor |— canal |—— | receptor

Figura 2.1: Esquema de una transmisién de informacion.

En un sentido amplio, el canal puede ser espacial o temporal: envio
por linea telefénica, éptica, almacenamiento en un disco, etc. Al recibir
el mensaje, el receptor no puede estar seguro de que alguna parte del
mismo haya sido corrompida durante la transmisién. Si puede, sin em-
bargo, conocer la frecuencia con que se producen los errores y, por tanto,
determinar cuantos errores (en media) cabe esperar que hayan ocurrido.

En lugar de enviar la informacién directamente, la transformamos
(codificamos) anadiéndole cierta redundancia con arreglo a unas reglas
sistematicas. Es esta informacién codificada la que realmente se trans-
mite por el canal (Figura 2). En base a la redundancia anadida el re-
ceptor puede detectar, y eventualmente corregir, los errores producidos
y devolverla a su formato original. Este proceso recibe el nombre de
descodificacion.

emisor receptor
i T i T

codificacion descodificacion

Figura 2.2: Esquema de una transmision de informacién codificada.

2.1.2. Cébdigos correctores

Como hemos senalado, la informacién se presenta originalmente como
una secuencia m = x1x2 -+ € A*. Fijamos dos enteros k < n y trocea-
mos m en bloques de longitud k : m = (1 -+ - zk) (Tp41 - - - T2x) - - - . Cada
uno de estos bloques se codifica (y posteriormente se enviard y descodi-
ficard) independientemente de los demés, como su imagen mediante una
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aplicacién inyectiva ¢ : A¥ — A™. La codificacién del mensaje completo
se obtiene concatenando la codificacion de los bloques que lo integran:

c(m) =c(z1,...,x6)c(Tpt1y. .., Tog)
El conjunto C = Im(c) es, por definicién, el cddigo utilizado.

Definicion 2.1. Un cédigo corrector de errores es un subconjunto C C
A", siendo A un alfabeto finito y n un entero positivo. Los elementos de
C son llamados palabras y n es su longitud.

Cada palabra de C contiene k simbolos de informacién y n—k simbolos
redundantes: el nimero k/n se llama tasa de transmision de C.

Supongamos que se ha enviado una palabra ¢ € C y recibido un vector
x € A™. Si p es la probabilidad de que un simbolo resulte alterado en
la transmisién, podemos esperar una media de np simbolos erréneos en
x. La capacidad de correccién de errores de C debe superar al menos
esa cota. Cuando x ¢ C, ciertamente ha habido errores; de hecho, atin
en el caso de que x € C, nunca podremos estar realmente seguros de
que no hayan existido errores. Ahora bien, si el c6digo se ha disenado
correctamente, sus palabras serdn muy ’diferentes’ unas de otras, de
manera que resulte ’suficientemente improbable’ que x € C a causa de
los errores aleatorios sufridos en el canal.

La forma adecuada de medir la diferencia entre dos palabras (o dos
vectores de A™) es la distancia de Hamming.

Definicion 2.2. Dados x,y € A", llamamos distancia de Hamming
entre X ey al numero de coordenadas distintas que poseen,

dx,y) =#{i [ 1 <i<n, zi #yi}.

Obsérvese que la funcién d es realmente una distancia en A". El he-
cho de que d no sea invariante por cambios de base, hace que la teoria
de c6digos no sea una parte trivial del dlgebra lineal. La capacidad de
correccion de errores de C viene determinada por su distancia minima,
definida como

d=d(C) =min{d(x,y) | x,y €C,x #y}.

En efecto, recibido el vector x € A", se descodifica x por la palabrac € C
'més parecida’ a x, es decir, que minimiza d(x, c¢). Como las bolas (para
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la métrica de Hamming) de radio (d —1)/2 centradas en las palabras del
cédigo son disjuntas, si el nimero de errores en x no supera |(d—1)/2],
entonces la palabra corregida coincide con la realmente enviada. Asf,
nuestra estrategia permite detectar d — 1 errores y corregir |(d —1)/2]
errores.

El objetivo principal (o mejor, uno de los objetivos principales) de
la teoria de cédigos correctores de errores es encontrar buenos codigos,
es decir, c6digos que maximicen solidariamente los pardmetros k/n y
d/n. Sin embargo estas demandas son mutuamente contradictorias: al
aumentar uno de los pardmetros, el otro tiende siempre a disminuir.
En la practica habremos de conformarnos con un cierto equilibrio entre
ellos.

Otro requerimiento importante para un buen cdédigo es que posea
algin método de descodificacién computacionalmente efectivo. El sis-
tema al que nos hemos referido anteriormente —evaluar la distancia de
x a todas las palabras de C y quedarnos con la més cercana— es inviable
en la préctica (excepto para cédigos de pequeno tamano). Relativamen-
te pocos codigos permiten estos métodos efectivos. En el lenguaje de la
Teoria de la Complejidad Computacional, el problema de descodificar
un cédigo es NP-Completo. Retomaremos el tema de los buenos codigos
un poco mas adelante.

2.1.3. Algunos ejemplos

Ejemplo 2.3 (El c6digo ASCII). En su version habitual (no extendida),
ASCII permite codificar 128 = 27 simbolos (letras, nimeros, signos y
controles no imprimibles) de uso general para computadoras. A cada
uno de ellos se le asigna un numero de orden y se le codifica mediante la
escritura binaria (con 7 bits) de ese nimero. Para aumentar la fiabilidad
de esta codificacion, a cada T-upla x1,...,x7 € Fg se le anade un bit
control xg, calculado de manera que x1+---+x7+x8 =0 (mod 2). Este
sistema permite detectar, aunque mo corregir, cualquier numero impar
de errores.

Ejemplo 2.4 (Cédigos de Hamming). Los cddigos de Hamming cons-
tituyen una familia doblemente infinita de cddigos (para cada potencia
q de un niumero primo existe una familia infinita de ellos). Vamos a
describir con cierto detalle al mds pequerio.
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Deseamos codificar una 4-upla (x1, 2, x3,24) € F%. Vamos a hacerlo
anadiendo a estos cuatro bits otros tres redundantes, c(x1, T2, 3, T4) =
(21,2, T3, T4, T5, Te, x7). Para ello consideremos tres circunferencias cor-
tandose en posicion general, tal y como se ve en el dibujo. Estas tres
circunferencias determinan 7 regiones (mdas la exterior no acotada). Nu-

merémoslas.
Figura 2.3: Tres circunferencias.
Colocamos cada bit x; en la region i de la figura, (i = 1,...,7). Los

s, Te, T7, se calculan de manera que cada circulo contenga un niumero
par de 1. Por ejemplo, (1010) se codifica como (1010100). El conjunto
C = {c(x1, w2, 23,24) | (21,22,73,24) € F3} se llama cédigo de Ham-
ming binario de redundancia 3 y habitualmente se denota Ha2(3).

FEs un ejercicio instructivo y fdcil comprobar que dos palabras cuales-
quiera de H2(3) se diferencian en al menos tres coordenadas (es decir,
que Ha(3) tiene distancia minima d = 3) y disenar un algoritmo de
correccion de errores. Se observard que en este cédigo (a diferencia de
lo que ocurre en general) la descodificacion de cualquier vector recibido
es siempre posible; serd correcta cuando el vector recibido contenga un
error como mdximo e incorrecta en otro caso.

Tlustremos con un ejemplo como aumenta la fiabilidad de la transmi-
sion mediante el empleo de Ha(3). Si, durante la transmision, la pro-
babilidad de error por bit es de 0,1 (suposicion unicamente académica
y —afortunadamente— muy poco realista), entonces un sencillo cdlculo
muestra que
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» [a probabilidad de transmision sin error en 4 bits de informacion
es 0,6561 sin codificar y 0,8503 codificando;

= [a probabilidad de transmision incorrecta no detectada en 4 bits de
informacion es 0,3439 sin codificar y 0,0257 codificando.

Claro estd que esta ganancia se consigue al precio de enviar un volumen
de datos 7/4 veces mayor.

2.2. (Cdbdigos lineales

En todo lo que sigue supondremos que el alfabeto usado A tiene por
cardinal, ¢, la potencia de un ntimero primo e identificaremos A con F,
el cuerpo finito con ¢ elementos.

Hemos citado ya que entre los requisitos de un buen cédigo C esté el
de poseer algoritmos eficaces de codificacién y descodificacién. Por lo ge-
neral, esta condicion pasa por que C posea alguna estructura algebraica.
Por ejemplo, jposee el codigo de Hamming alguna estructura algebrai-
ca? No hay mas que transcribir la condicién de que cada uno de los tres
circulos contenga un ntimero par de 1 en términos de ecuaciones,

r1 +wxo +r3 4z =0 (mod 2)
Tl +@o +r4 +xs =0 (mod 2)
1 +x3 x4 +z7 =0 (mod 2).

y Ha2(3) es un subespacio vectorial de F5. También la aplicacién de codi-
ficacién es lineal:

1 00 01 1 1
01 001 10
c(x1, w2, 3, 4) = (71, 72,73, 74) 0010011
0001101

En general, si la aplicacién de codificacion c : IF’; — Iy es lineal, decimos
asimismo que el cédigo Im(c) es lineal.

Definicion 2.5. Un cddigo lineal g-ario de longitud n es un subespacio
vectorial C C FZL.
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Para abreviar, de un cédigo lineal de longitud n, dimensién k y dis-
tancia minima d, diremos que es de tipo [n, k, d]. Los cédigos utilizados
en la practica (excepto algunos de pequenio tamafio) son siempre linea-
les. A continuacién veremos como los procesos de codificacién y desco-
dificacion, y el calculo de la distancia minima, son mucho mas simples
para los codigos lineales que para aquellos que no lo son.

2.2.1. Matriz generatriz

Todo subespacio de Fy de dimensién k puede ser interpretado como
imagen de una (no tnica) aplicacién lineal inyectiva c : IF’; — Fy.

Definicion 2.6. Llamaremos matriz generatriz de C a la matriz de una
aplicacion lineal biyectiva c : IF]; — CCF?

¢ €s decir, a una matriz kxn
cuyas filas son una base de C.

Como una base de C no es tinica, tampoco lo es una matriz generatriz.
Cualquiera de ellas, G, proporciona no solamente un cédigo sino una co-
dificacién. En efecto, como C = {aG | a € F’; }, (escribimos los vectores
en forma de filas) un mensaje a € IF’; se codifica por aG € Fy. Asi la
codificacién es para los codigos lineales de méaxima simplicidad y sélo
requiere el almacenamiento en memoria de la matriz G (es decir, de nk
elementos de Iy, y no de ng® como serfa el caso de un cédigo en bloque
no lineal con el mismo cardinal).

Cuando se codifica una palabra a € F’; mediante un codigo lineal, es
a veces interesante que la palabra codificada contenga como subpalabra
a a (podemos suponer que al comienzo de la palabra codificada), es
decir sea de la forma (a,z), z € IFZ*]“ . Asf los k primeros simbolos de la
palabra contienen la informacién y los siguientes son de control. Este tipo
de codificacion es llamado sistemdtico. Evidentemente la codificacion es
sistemdtica si y sélo si la matriz G es de la forma G = (I, C), donde
I, denota la matriz identidad k x k. Esta forma de G es conocida como
forma estdndar, y el c6digo es llamado sistemdtico si posee alguna matriz
generatriz en forma estandar.

Ejemplo 2.7. Una matriz generatriz estandar del codigo de Hamming
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Ha(3) es

SO O
O O = O
O = O O
_ o O O
=R e
O = =
= = O

Definicion 2.8. Diremos que dos codigos C1,Co, de la misma longitud,
n, sobre IFy, son equivalentes si existe una permutacion o del conjunto
{1,...,n} tal que Co = {o(c) | c € C1}.

Nota 2.9. Una permutacion o, actia realmente sobre los indices {1,...,n}
y no sobre los elementos de Fy. Cuando por abuso de notacion escribi-
mos (x), deberiamos escribir (T (1), .., To(n)). Denotaremos por Sy el
grupo simétrico de orden n, es decir, el grupo de todas las n! permuta-
ciones del conjunto {1,...,n}.

Cdédigos equivalentes tienen los mismos parmetros k& y d. Recipro-
camente, dado el cédigo C, para cada permutacién o de {1,...,n}, el
conjunto

o(C) ={o(c) [ceC}

es un cédigo equivalente a C. Eventualmente puede suceder que o(C) = C.
De hecho podemos considerar el conjunto

Aut(C)={oc €S, | o(C)=C}.
Aut(C) es un subgrupo de S, llamado grupo de automorfismos de C.

Proposicién 2.10. Todo cddigo es equivalente a uno sistemdtico.

2.2.2. Matriz de control

Un subespacio vectorial de Fy puede describirse no s6lo mediante un
sistema de generadores (lo que da lugar al concepto de matriz genera-
triz), sino también mediante unas ecuaciones implicitas. Esta forma de
caracterizacién origina la siguiente definicion.

Definicion 2.11. Diremos que una matriz H es una matriz de control
del cédigo C si para todo vector x € Fy se verifica que x € C si y sdlo si
Hx! = 0.
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Si C es de tipo [n, k], entonces H es de tamano (n — k) X n y rango
n—k.

Ejemplo 2.12. Una matriz del control del codigo de Haomming es

H =

—_ =

1
1
0

e )
—_ O =

1
0
0

O = O
= o O

A wveces se toma como codigo de Hamming uno equivalente a éste, dis-
poniendo las columnas de H en orden creciente como representacion
binaria de los enteros 1,2,---,7. Como veremos mas adelante, esta dis-
posicion es aprovechada en la descodificacion.

Proposicion 2.13. Si G y H son matrices generatriz y de control de
C, entonces GH' = 0.

Si G es una matriz generatriz de C dada en forma estdndar, G =
(I, C), entonces es facil ver que la matriz H = (—C*, I,_},) tiene tamafio
(n—k)xn, rango n—k y verifica GH® = 0, luego es una matriz de control
para C. Diremos que una matriz de control esta en forma estandar si es
de la forma (B, I,_).

La distancia minima de un cédigo puede ser obtenida a partir de su
matriz de control. Para poder probar este resultado nos es preciso un
nuevo concepto.

Definicién 2.14. Sea x = (z1, - ,x,) € Fy . Llamaremos soporte de
x al conjunto sop(x) = {i | 1 < i < n,x; # 0}. Llamaremos peso de
Hamming de x a w(x) = #sop(x) = d(x,0) siendo 0 el vector 0 =
(0,0,---,0).

La aplicaciéon w, asi definida, es una norma en Fy y que d es la dis-
tancia asociada a esta norma. Andlogamente a la distancia minima de
un cédigo, podemos definir su peso minimo como

w(C) = min{w(c) | c € C,c # 0}. (2.1)

Lema 2.15. En un cddigo lineal, la distancia minima es igual al peso
minimo.

Demostracion. d(x,y) =w(x —y). O
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Proposicion 2.16. Sea C un cddigo lineal de matriz de control H y
distancia minima d. Entonces d > r si y solo si cualesquiera r columnas
de H son linealmente independientes. Por tanto, la distancia minima de
C coincide con el menor cardinal de un conjunto de columnas linealmente
dependientes en H.

Demostracion. Cualesquiera r columnas de H son independientes si y
sélo si para ningin vector de peso < r sucede que Hx! = 0. O

Ejemplo 2.17. Consideremos el cédigo de Hamming y sea H su matriz
de control. Las columnas de H son todos los elementos de F3, excepto
(0,0,0). En particular todas son distintas, luego (siendo Fo el cuerpo
base) linealmente independientes dos a dos. Por tanto d > 3. Como
1110000 € C, concluimos que d = 3. Puede comprobarse que Ha(3) es
el codigo binario de distancia 8 y dimension 4 con la mayor longitud
posible.

Corolario 2.18 (Cota de Singleton). La distancia minima de un cddigo
lineal [n, k] verifica d <n —k+ 1.

Los cédigos lineales para los que se alcanza la igualdad en la cota
anterior, d = n—k+ 1, son llamados de mdzima distancia de separacion
(o MDS) y juegan un papel preponderante tanto a nivel teérico como
practico.

2.2.3. Dualidad

La matriz de control, H, de un c6digo lineal C, puede ser interpreta-
da como matriz generatriz de otro cédigo sobre F,, llamado dual de C
y denotado C*. Obviamente, si C tiene dimensién k, entonces C' tiene
dimensién n — k. Ademas, si G es una matriz generatriz de C, como la
igualdad GH' = 0 implica HG* = 0, se deduce que G es una matriz de
control para Ct.

Proposicién 2.19. SiC es un cddigo lineal, entonces su dual C*+ es el
ortogonal de C con respecto a la forma bilineal

(u,v) = Zuivi e, (2.2)
i=1
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Demostracion. Sean Gy H matrices generatriz y de control de C. El
resultado es consecuencia de la igualdad GH' = 0, ya que rango(G) +
rango(H) = n. O

Como la forma bilineal (,) es simétrica y no degenerada, se verifica
que (Cl)L = C, es decir, el dual del dual de un cédigo es el propio codigo.
Obsérvese que puede darse la situacién C N C* # {0}. El caso extremo
se presenta cuando C = C~.

Definicion 2.20. Diremos que un codigo lineal es autodual cuando
coincide con su codigo dual.

A diferencia de lo que ocurre con la dimensién, no es posible, en ge-
neral, determinar la distancia minima de C- ‘inicamente en términos de
la distancia minima de C.

2.2.4. Descodificacién de los codigos lineales

En esta seccion vamos a exponer un método general de descodifica-
cién para codigos lineales. Sean C un cédigo lineal [n, k, d] sobre Fy y
H una matriz de control. Como sabemos C corrige t = L%J errores.
Supongamos enviada una palabra ¢ € C y recibido un vector y € Fg. El
error cometido durante la transmision ha sido e = y — c. La estrategia
que seguiremos para descodificar y es simple (en esencia la misma que
en 2.1.2): calculamos la distancia de y a todas las palabras de C y la
descodificamos por la mas préxima (si existe). Si durante la transmi-
sién se han cometido a lo més t errores (es decir, si w(e) < t), entonces
d(c,y) =w(e) <ty ceslaunica palabra del cédigo con tal propiedad;
la descodificacién es por tanto correcta. Sit < w(e) < d, podemos detec-
tar que se han producido errores (puesto que y € C), pero no corregirlos
en general. Si w(e) > d la descodificacién fallard eventualmente.

Llevar a cabo este proceso es mucho mas simple y computacionalmente
econdémico para los codigos lineales, debido a su estructura algebraica.

Definicion 2.21. Llamaremos sindrome de y al vector
s(y) = Hy' € Fgfk. (2.3)

Notemos que y € C si y sélo si s(y) = 0. Por tanto, al ser el sindrome
una aplicacién lineal, s(y) = s(c+e) = s(c) + s(e) = s(e). Asi, recibido
y, conocemos inmediatamente el sindrome del error cometido.
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Proposicién 2.22. El sindrome del vector recibido y es una combina-
cion lineal de las columnas de H correspondientes a las posiciones de
error.

Para ver en que modo puede ayudarnos el sindrome a detectar y corre-
gir errores examinemos un caso simple. Supongamos que C corrige al me-
nos un error y que durante la transmisién ha ocurrido un tnico error (es
decir, que w(e) = 1, pongamos e = (0,...,0,¢;,0,...,0)). Por ser d > 3,
cualesquiera dos columnas de H son linealmente independientes, es decir
ninguna columna de H es miltiplo de ninguna otra. Asi el sindrome del
vector recibido y ser multiplo de una y sélo una columna de H. Segin la
proposicién anterior, la posicién de esa columna es precisamente la po-
sicién en que se ha cometido el error, es decir, si h; es la i-sima columna
de H, s(y) = e;h;, de donde pueden deducirse inmediatamente e y el
mensaje enviado c =y — e.

Ejemplo 2.23. Utilizando el cédigo de Hamming binario Ha(3) de ma-
triz de control

0001 111
H=]10110011
1010101

se envia el mensaje ¢ = 0010110. Durante la transmision ocurre un

error, de manera que se recibe y = 0011110. El sindrome del vector
recibido es
H(0011110)" = (100)".

Como 100 es la representacion binaria de 4, el error ha ocurrido en la
cuarta posicion, luego y se descodifica por 0010110, que era el mensaje
enviado.

Consideremos en Fy' la relacion de equivalencia: u ~ v si y sélo si
u — v € C. El espacio vectorial cociente obtenido, médulo tal relacién,
se denota por [y /C. Los elementos de Fy/C son clases de equivalencia
u+C={u+x|x € C} Como cada clase posee #C = ¢* elementos
(o representantes), el cardinal de Fy /C es ¢" % y su dimensién es n — k.
Nétese que u—v € C siy sélo si s(u) = s(v), luego recibido y, al calcular
s(y) conocemos la clase a la que pertenece el error.

Definicion 2.24. Si en una clase existe un unico elemento de peso
minimo, éste recibe el nombre de lider de la clase.
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Algunos autores exigen, ademds, que el peso de tal elemento sea <t
(siendo t la capacidad de correccién del c6digo) para darle el nombre de
lider. En cualquier caso, en general no toda clase tendra lider ya que el
elemento de peso minimo no serd, en general, inico. Sin embargo, si una
clase contiene un elemento de peso < t, éste es el lider de la clase.

Proposicién 2.25. Cada clase de IF‘Z/C posee a lo mds un elemento de
peso < t.

Demostracion. Si existen u,v en la misma clase, ambos de peso < t,
entonces u —v € Cy w(u—v) < w(u) +w(v) <2t < d(C), lo cual
implica que u = v. O

Algoritmo del lider

Recibido un vector y, como todos los vectores y —x, x € C, estan en la
misma clase de Fy /C, que es la de y, el minimo de d(y, x) = w(y —x) se
obtiene cuando y — x es el lider de la clase. Por tanto la descodificacién
es posible si y sélo si la clase del vector recibido posee lider, y el error
es asumido como el lider de la clase. La proposicion 2.25 garantiza que
si el nimero de errores no supera la capacidad correctora del cédigo,
entonces la descodificacién es correcta.

Para llevar a cabo este proceso, construimos una tabla con dos colum-
nas y tantas filas como clases hay en I /C (es decir, q"* filas). En la
primera columna escribimos el sindrome de un elemento cualquiera de
cada una de las clases; en la segunda el lider de la clase correspondiente
(si existe). Esta tabla se construye de una vez por todas y sirve para la
descodificacion de cualquier vector. Ahora, recibido y, hacemos

Algoritmo 2.26. Recibido un vectory,
1. caleular s(y) y buscarlo en la columna de sindromes
2. sila clase correspondiente no posee lider, la descodificacion falla. Fin.
3. Sila clase posee lider, e, se decide que e es el error cometido.
La palabra descodificada es'y — e. Fin.

Ejemplo 2.27. EIl cédigo binario de matriz generatriz

g_(l10111100
- 1011111
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tiene distancia minima 5, luego corrige dos errores. La tabla de sindro-
mes y lideres asociada a este codigo es la dada en la pdgina siguiente.

Supongamos recibido el mensaje 11011011. A su sindrome, 111000°,
segun la tabla le corresponde el lider 10000100. El mensaje descodificado
es, por tanto, 01011111 = 11011011 + 10000100. Como el lider tiene
peso 2, podemos estar sequros de que la decodificacion es correcta si han
ocurrido a lo mds dos errores.

Supongamos recibido el mensaje 01110010. Su sindrome es 101101
y el lider de esta clase es 10010001. Aunque el lider tiene peso mayor
que la capacidad tedrica de correccion del codigo, es posible descodificar
el mensagje recibido por 11100011. En cualquier caso sabemos que han
ocurrido al menos tres errores durante la transmision, y que nuestra
descodificacion es correcta si y solo si han ocurrido exdctamente tres
errores.

Supongamos recibido 01011000. Su sindrome es 000111, Como esta
clase no tiene lider, no es posible la descodificacion. Sabemos ademds
que han ocurido al menos tres errores.



36 E. Martinez, C.Munuera, D. Ruano

’ sindrome ‘ lider H sindrome ‘ lider ‘
000000 | 00000000 100000 | 00100000
000001 00000001 100001 00100001
000010 | 00000010 100010 | 00100010
000011 00000011 100011 11000000
000100 | 00000100 100100 | 00100100
000101 00000101 100101 00100101
000110 | 00000110 100110 | 00100110
000111 100111 11000100
001000 | 00001000 101000 | 00101000
001001 00001001 101001 00101001
001010 | 00001010 101010 | 00101010

001011 101011 | 11001000
001100 | 00001100 101100 | 10010000
001101 101101 | 10010001
001110 101110 | 10010010

001111 | 01010000 101111 | 01110000
010000 | 00010000 110000 | 00110000
010001 | 00010001 110001 | 00110001
010010 | 00010010 110010 | 00110010

010011 110011 | 11010000
010100 | 00010100 110100 | 10001000
010101 110101 | 10001001
010110 110110 | 10001010

010111 | 01001000 110111 | 01101000
011000 | 00011000 111000 | 10000100
011001 111001 10000101
011010 111010 | 10000110
011011 | 01000100 111011 | 01100100
011100 | 10100000 111100 | 10000000
011101 | 01000010 111101 | 10000001
011110 | 01000001 111110 | 10000010
011111 | 01000000 111111 | 01100000

2.3. Cddigos ciclicos

Los cédigos ciclicos constituyen la familia mas ampliamente utilizada
de cédigos correctores de errores. Para su estudio alteraremos ligeramen-
te las notaciones que venimos utilizando, y escribiremos las coordenadas
de los vectores desde 0 a n — 1. Asi pondremos x = (zq,...,ZTp_1) €n
lugar de (x1,...,2,). Enseguida podra apreciarse la utilidad de este
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cambio de notacién.

2.3.1. Nocion de cédigo ciclico

Definicién 2.28. Un cddigo lineal C de longitud n sobre Fy, es ciclico si
para cada (co,c1,...,cn—1) € C se verifica que (¢n—1,Coy ..., Cn—2) € C.

En otros términos, se exige a C ser invariante por permutaciones cicli-
cas.

Sean F,[X ](n_l) el espacio vectorial de los polinomios sobre F, con
grado menor que n y A el anillo cociente A = F,[X]/(X™ — 1). En
virtud de los isomorfismos de espacios vectoriales

F

Il

" (X = A (2.4)
podemos identificar cada vector (ag,...,a,—1) con el polinomio ag +
X+ Fa, 1 X1 y con la clase, en A, ag+a1 X +-- a, X4
(X™ — 1). Consecuentemente, un cédigo sobre F, puede considerarse
como un subconjunto de A. En lo que sigue utilizaremos libremente estas
identificaciones. Por otra parte, impondremos la restriccién adicional
med(g,n) = 1. Esto garantiza que el polinomio X™ — 1 tiene todos sus
factores irreducibles distintos y sus raices forman un grupo ciclico de
orden n. La propiedad fundamental de los cédigos ciclicos es la siguiente.

Teorema 2.29. Sea C un cddigo lineal no nulo de longitud n sobre el
cuerpo finito Fy. C es ciclico si y sélo si, considerado inmerso en A, es
un ideal.

Demostracion. Supongamos que C es ciclico. Puesto que C es ya un
subgrupo abeliano de A, basta probar que si ¢(X) € C entonces Xc¢(X) €
C. Ahora bien

X(cg+a X+t X" ) =ch1+ X+ +epo X"

y el hecho de que este tultimo polinomio pertenezca al cédigo no es sino
la definiciéon de cddigo ciclico interpretada en lenguaje polinémico. El
reciproco se demuestra de manera idéntica. ]

Es conocido que todo ideal del anillo A es principal, es decir, consiste
en el conjunto de multiplos de un polinomio ¢g(X) divisor de X" — 1.
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Corolario 2.30. Dado un codigo ciclico no nulo C de longitud n, existe
un dnico polinomio monico g(X) € Fy[X] divisor de X™ — 1, tal que
C = (g(X)). En consecuencia, los elementos de C pueden identificarse
con los polinomios de grado menor que n maltiplos de g(X).

2.3.2. Matrices generatriz y de control

Proposicién 2.31. Sea C un cédigo ciclico de longitud n sobre Fy con
polinomio generador g(X) de grado n — k. El conjunto

{9(X), Xg(X),..., X 1g(X)} (2.5)
es una base de C. En particular, C tiene dimension k.

Demostracion. Basta probar la primera afirmacién. Tomemos f(X)g(X) €
C. En virtud del corolario 2.30, podemos suponer deg f(X) < k (en caso
contrario puede encontrarse en A un polinomio f/(X) con deg f'(X) < k
¥ F(X)g(X) = F/(X)g(X)). Sea pues £(X) = ap-+a X +-- -+ ap_ X

La escritura
F(X)g(X) = apg(X) + a1 Xg(X) + -+ + ap_1 X" 1g(X) (2.6)

es la combinacién lineal buscada, luego {g(X), Xg(X),..., X* 1g(X)}
es un sistema de generadores. Veamos que es un conjunto libre. Una
relacién de dependencia lineal

bog(X) + 01X g(X) + -+ b1 X*1g(X) =0 (2.7)

puede escribirse también b(X)g(X) = 0, siendo b(X) = by + b X +---+
br_1X* 1. Como deg(b(X)g(X)) <ny g(X) # 0, se verifica (en A) que
b(X) =0, luego b =0 parai =0,1,...,k— 1. O

Corolario 2.32. Un codigo ciclico de longitud n y polinomio generador
9(X)=go+ g X+ + g X" ¥ tiene matriz generatriz

g0 g1 92 ... In—k
go 91 - Gn—-k—-1 Gn—k

9o g1 -+ Y9n—k-1 Yn—k
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La codificacién con un cédigo ciclico C de pardmetros [n, k], puede ha-
cerse del modo usual —a partir de cualquiera de las matrices generatrices
descritas anteriormente— o utilizando la notaciéon polinémica. Con esta
notacién el mensaje sin codificar puede identificarse con un polinomio
a(X) de grado menor que k y su codificacién es simplemente

g(X)a(X) eC (2.8)

siendo g(X) el polinomio (de grado n—k) generador de C. Si se desea que
la codificacién sea sistemética, entonces realizamos la divisién euclidea

X" Fa(X) = g(X)q(X) +r(X) (2.9)
con degr(X) < deg g(X) = n — k. El mensaje a(X) se codifica por
X" ka(X) —r(X) €. (2.10)

Noétese que la codificacién es sistemdtica en las ultimas k posiciones.
Vamos ya con la matriz de control.

Definicion 2.33. SiC es un cddigo ciclico de longitud n, con polinomio
generador g(X) de grado n—k, llamaremos polinomio de control de C a

Proposicién 2.34. Con las notaciones de la definicion anterior, la ma-
triz (de tamano (n — k) x n)

=ho+h X+ + X" (2.11)

hi hp—1 ... hi1 ho
hi hp_1 hp_o ... hg

he hp_1 ... h1 hg
es una matriz de control de C.
Demostracion. Basta con probar la identidad GH' = 0. Para todo 1 <

i <k,1<j<n-—k, el elemento (i,j) de la matriz producto GH?, es el
coeficiente de X"~ *=/*1 en el polinomio g(X)h(X) = X" — 1. O

Teniendo en cuenta la definicién 2.33, resulta evidente que h(X) es
un generador de C*. Esto demuestra que el dual de un cédigo ciclico es
también ciclico.
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2.3.3. Ceros de un cdédigo ciclico

Sea X" — 1= f1(X)fo(X) - fn(X) la descomposicién de X™ — 1 en
factores irreducibles y sea a; una raiz de f;(X). Para el cédigo ciclico C;
engendrado por f;(X), se verifica C; = (fi(X)) = {c¢(X) € A| ¢(ai) = 0}.
En general, para el cédigo ciclico C engendrado por g(X) = fi, fi, -+ firs
se tendra

C = (g(X)) = {c(X) | eai,) = (i) = -~ = ¢(ai,) = 0}, (2.12)

lo que muestra que los codigos ciclicos pueden definirse, alternativamen-
te, como conjuntos de polinomios con ciertas raices n-ésimas de 1 como
ceros. Esto permite invertir el proceso: en lugar de partir del polinomio
generador g(X) y tomar los ceros adecuados (uno en cada factor irre-
ducible de g(X)), podemos tomar, a priori, un conjunto de elementos
{a1,...,a;} en una extension finita Fy de F, y definir

C={c(X)eA|c(a1)="--=c(ar) =0}. (2.13)

Tal c6digo es autométicamente ciclico, pues si f;(X) es el polinomio
irreducible de «;, se verifica que C = (¢(X)) = (mem(f1,..., fr)). Sin;
eselordende o enIFy, y n = mcm{ny,...,n,}, es claro que g(X)| X" —1
y por tanto C es un cédigo ciclico de longitud n.

Con esta caracterizaciéon de los codigos ciclicos puede comprobarse
facilmente si una palabra recibida estd o no en el cédigo. Para ello con-
sideramos la matriz

1 o af!
H=|: : : . (2.14)
1 o an—t

Si, para un polinomio f(X) = fo+ f1X +---+ fn_1 X", convenimos
en considerar —forzando las notaciones— que

H'f(X) = (f(a1), fa2), ..., flar)) (2.15)

entonces f(X) € C siy sélo si H' f(X) = 0, lo que autoriza a considerar
a H' como un tipo de matriz de control del cédigo. Nétese, sin embargo,
que H' no tiene ni coeficientes en Fy ni dimensiones (n — k) x n, por lo
que no es una matriz de control en sentido estricto.

A continuacién veremos como los cédigos de Hamming pueden obte-
nerse de esta forma.
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Ejemplo 2.35. Simcd(q—1,7) = 1, entonces el cédigo de Hamming q-
ario Hq(r) es equivalente a un cédigo ciclico. En particular, todo cddigo
de Hamming binario es equivalente a un cddigo ciclico. En efecto, Ha(r)
tiene longitud n = 2" —1 y dimension k = 2" —r —1. Sea o un elemento
primitivo de For (una raiz primitiva n-ésima de la unidad). Puesto que
los elementos de For son las potencias de o, una matriz de control de
Ha(r) es la matriz

H=(1 a o* -+ a"!)

(identificando cada o' con el vector columna de sus coordenadas en la
base 1, ...,a"~1). Por tanto Ha(r) puede identificarse con el conjunto
de los polinomios que tienen a o por raiz o, dicho de otra forma, con el
cddigo ciclico generado por el polinomio Irr(a,Fa).

2.3.4. Descodificacién de los codigos ciclicos

El proceso general de descodificacion de los cédigos ciclicos sigue el
esquema sindrome-lider valido para cualquier cédigo lineal. Como sabe-
mos, el mayor inconveniente de la descodificacion mediante sindromes y
lideres es el enorme tamano de la tabla necesaria para llevarlo a cabo.
Sin embargo, la estructura ciclica permite una notable reduccién de esta
tabla. En efecto, si C es ciclico, basta corregir los errores producidos en
una posicién determinada (fija) de los vectores recibidos. Generalmente
esta posicién se toma la dltima (es decir, la de coordenada n — 1).

Construimos una tabla reducida de sindromes y lideres que contenga
unicamente las entradas correspondientes a lideres con coordenada n—1
no nula. Recibido un vector y = (yo,...,¥yn—1), la tabla reducida per-
mite descodificar la ultima coordenada y,_1 de y de la forma usual: se
calcula el sindrome s(y); si aparece en la tabla se corrige y mediante el
lider correspondiente. En otro caso se asume y,,_1 correcto. Una vez ter-
minado el proceso con y,_1, se comienza con ¥, _o. Para ello se considera
el vector y(!), obtenido de y permutando ciclicamente sus coordenadas,
YU = (Yn_1,905- -+ Yn_2). Siy = c +e, entonces y) = cM) + el con
lo que la tabla reducida permite la descodificacién de la ultima coorde-
nada de y(!), que es y,,_o. Iterando el proceso n veces con los vectores
y, vy, y(™ D se obtiene la descodificacién completa de y.
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Ejemplo 2.36. Trabajando con el cddigo (ciclico como se sabe) binario
de Hamming H2(3), de matriz de control

0001111
H=10110011
1010101

las tablas completa y reducida de sindromes y lideres son

sindrome lider

000 0000000
001 1000000
g;? gé?gggg ’ sindrome ‘ lider ‘
()
100 | 0001000 [ 111 [ 0000001 |
101 0000100
110 0000010
111 0000001

Supongamos emitida la palabra 1001100 y recibido el vector y = 1011100.
El proceso de descodificacion sigue las siete iteraciones siguientes:
1. s(y) = s(1011100) = 011, que no aparece en la tabla reducida.
La dultima coordenada, 0, de 'y es correcta.
2. s(yM) = s(0101110) = 100, que no aparece en la tabla reducida.
La dltima coordenada, 0, de yV) es correcta.
3. s(y®) = s(0010111) = 101, que no aparece en la tabla reducida.
La dltima coordenada, 1, de y@ es correcta.
4. s(y®) = s(1001011) = 110, que no aparece en la tabla reducida.
La 4ltima coordenada, 1, de y(3) es correcta.
5. s(y®) = s(1100101) = 111, que s7 aparece en la tabla reducida.
La dltima coordenada, 1, de y es incorrecta.
6. s(y®) = s(1110010) = 001, que no aparece en la tabla reducida.
La dltima coordenada, 0, de y®) es correcta.
7. s(y©) = 5(0111001) = 010, que no aparece en la tabla reducida.
La 4ltima coordenada, 1, de y(G) es correcta.
El mensaje se descodifica por 1001100 que era la palabra enviada.

Este método de descodificacién, debido a J. Meggitt, permite dividir
por n el tamano de la tabla necesaria, si bien requiere el calculo de n
veces més sindromes.
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2.3.5. Captura del error

Trabajando con cédigos ciclicos es interesante manejar los vectores en
forma de polinomios.

Definicion 2.37. Sea C un codigo ciclico generado por el polinomio
9(X). Recibido un vector 'y, llamaremos polinomio sindrome de y, y lo
representaremos s[y|(X), al resto de la division euclidea de y(X) entre

9(X).

Asi pues, recibido y, se tiene la escritura y(X) = g(X)q(X)+s[y](X),
con deg s[y](X) < deg g(X). Si el vector enviado es ¢, entonces y = c+e.
En algunos casos, el polinomio sindrome proporciona inmediatamente el
error e.

Proposicién 2.38. Sea C un cddigo ciclico que corrige t errores. Si,
enviada la palabra c y recibiday = c+e han ocurrido a lo mds t errores
y si el polinomio sindrome de'y, s[y](X) tiene peso t a lo mds, entonces

e(X) = sly](X).

Demostracion. Como sly](X) = y(X) — g(X)q(X) = ¢(X) + e(X) —
9(X)g(X), en cualquier caso s[y](X) — e(X) = ¢(X) — g(X)q(X) € C.
Si s[y](X) tiene peso t a lo mds y han ocurrido < t errores, entonces
sly](X)—e(X) tiene peso a lo més 2t < d, luego s[y|(X)—e(X)=0. O

Por supuesto este método de correccién de errores requiere que el
sindrome s[y](X) tenga peso < t, lo que no siempre sucede. Sin embargo,
aun en el caso de no verificar y esta condicién, puede que si la verifique
alguna de sus permutaciones ciclicas, y). En este caso, como

yD(X) = cD(X) + e (X) (2.16)

y la proposicién anterior garantiza que eU)(X) = s[y)](X), podemos
recuperar el error como

e(X) = sly?) ") (X). (2.17)

Este método de descodificacion es conocido como de captura del error.
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2.3.6. Errores a rafagas

Definicién 2.39. Una réfaga es un vector x € Fy tal que todas sus
coordenadas no nulas son consecutivas. Se llama longitud de la rdfaga
a w(x).

Los cédigos ciclicos son particularmente eficientes en la deteccién de
los errores a rafagas.

Proposicién 2.40. Un cddigo ciclico C de pardmetros [n, k] no contiene
ninguna rdfaga de longitud | < n—Fk, luego detecta cualquier error rdfaga
de longitud | <n — k.

Demostracion. Una rafaga de longitud [ corresponde a un polinomio de
la forma X°I(X) con degl(X) < I. En particular I(X) ¢ C puesto que
degl(X) < degg(X) y I(X) no puede ser multiplo de g(X). Por tanto
X(X) € C. Para la segunda afirmacién, si e es una raga de longitud
Il < n—k, entonces c + e ¢ C (pues en otro caso e € C), luego puede
detectarse el error. O

Si un cédigo lineal de pardmetros [n, k] puede detectar rafagas de lon-
gitud [, es facil probar que | < n—k. Por tanto, la capacidad de deteccién
de errores a rafagas es éptima en los cédigos ciclicos. La descodificacién
de las rafagas puede hacerse mediante la captura de errores, ya que se
verifica el siguiente resultado.

Proposicién 2.41. Sea C un cddigo ciclico de parmetros [n,k]. Si los
errores de un vector recibido y constituyen una rdfaga de longitud a lo
mds n — k, entonces existe j tal que e9)(X) = s[yD](X).

Demostracion. Bajo las condiciones indicadas, algin y¥) tiene errores
unicamente en las coordenadas 0,...,n—k—1, con lo que deg el (X) <
n — k. Ahora bien, por la unicidad de la divisién euclidea

slyP)(X) = s[e?](X) = eV (X) (2.18)
y se obtiene el resultado. O

Otra técnica usada para combatir los errores a rafagas es el intercalado
(6 ‘“interleaving’). Dado un cédigo C y dadas palabras c',...,c™ de C,
podemos construir por intercalado la palabra

1 2 m. 1 T | m
(€0y Chy -5 €5 CTs o515 C .. ).
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Se denota por C(™ el cédigo obtenido intercalando todas las posibles
elecciones de m palabras de C.

Proposicién 2.42. Si C es un cddigo ciclico de pardmetros [n,k| y
polinomio generador g(X), entonces el codigo intercalado C™) tiene po-
linomio generador g(X™) y pardmetros [mn, mk|, luego detecta rdfagas
de longitud m(n — k).

2.4. Cbdigos BCH y RS

Los cddigos BCH (denominados asi en honor de sus descubridores,
Bose, Chaudhuri y Hocquenghem) constituyen la mas importante familia
de cédigos ciclicos. Se ha visto en la seccién anterior, que los cédigos
ciclicos pueden determinarse prescribiendo un conjunto de elementos
como ceros de su polinomio generador. En concreto, si tomamos como

ceros los elementos aq, ..., a,, entonces la matriz
n—1
1 al DY al
H = Do (2.19)
-1
1 ar PR a;"l/

se comporta como una matriz de control del cédigo obtenido, C. En
particular, la distancia minima de C es > d si cualesquiera d—1 columnas
de H' son linealmente independientes. No es ficil, en general, determinar
este nimero para una eleccién arbitraria de los «;. Una excepcion la
constituye el caso en que los «; son potencias consecutivas de una raiz
primitiva n-ésima de la unidad, a; = o, i = 1,...,r < n, pues entonces
todo menor de la correspondiente matriz H' se reduce a un determinante
de tipo Vandermonde y d(C) > r + 1.

2.4.1. Construcciéon y parametros

Fijemos un cuerpo [F, y niimeros naturales n,by d, 2 < § < n. Sean m
el orden multiplicativo de ¢ médulo n (es decir, el menor nimero natural
tal que ¢™ = 1 (mod n)) y o € Fym una rafz primitiva n-ésima de la
unidad.

Definicion 2.43. Liamaremos cédigo BCH de longitud n y distancia

minima prevista §, al cddigo ciclico de longitud n cuyo polinomio gene-

rador tiene por raices ab, a1, ... abt0-2,
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Si se toma b = 1, el codigo se denomina BCH en sentido estricto. Si la
longitud n es de la forma n = ¢"* — 1, entonces se habla de cédigos BCH
primitivos (en este caso el exponente m coincide con el orden multipli-
cativo de ¢ médulo n y « es un elemento primitivo de Fym ); si, ademas,
m =1, (es decir, n = ¢ — 1 y por tanto a € ;) el cédigo se denomina
Reed-Solomon. Los codigos Reed-Solomon son importantes por derecho
propio y volveremos sobre ellos mas adelante.

Proposiciéon 2.44. Un cédigo BCH de distancia prevista 0, posee dis-
tancia minima d > 0.

Demostracion. Cualquier menor (§ — 1) x (6 — 1) de la matriz

1 g - af™?
H =
—1
1 oy a?

se reduce a un determinante de tipo Vandermonde, luego cualesquiera
6 — 1 de sus columnas son linealmente independientes. O

Dado que, en general, no es factible conocer la auténtica distancia
de un cédigo BCH, en la practica se utiliza § como un sustituto de la
misma. Claro estd que la distancia minima real puede ser mayor que la
prevista (como veremos a continuacién en los ejemplos).

Un polinomio generador del cédigo puede obtenerse del modo siguien-
te: para i = b,...,b+ 8 — 2, sea m;(X) el polinomio irreducible de o’
sobre [F,. Entonces

9(X) = mem{mp(X),...,mpr5—2(X)} (2.20)

es el polinomio generador buscado. La dimensién del cédigo es, como en
todos los cédigos ciclicos, n — deg g(X).

Ejemplo 2.45. Por simplicidad trabajaremos con coédigos BCH bina-
rios, primitivos y en sentido estricto. Asi, sean m € Z, n =2m —1 y
a € Fom una raiz primitiva n-ésima de la unidad (es decir, un elemento
primitivo de Fam ). El caso mds simple de cédigo BCH se da para 6 = 2,
obteniéndose

Cy = {e(X) € A =Fo[X]/(X" — 1) | c(a) = 0}.
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Como c(X) € Fy[X], si ¢(B) = 0, entonces ¢(3%) = 0. Por tanto
Co=0C3={c(X)c A|cla) =c(a®)=0}.

Como ya sabemos, Co = C3 es un cdodigo de Hamming, de distancia
minima 3.
El siguiente caso a considerar es § = 4. El codigo que se obtiene es

Ci = {c(X)€A|cla)=c(a?) =ca®) =0}
{e(X) € A c(a) = c(a®) =0}

Como en el caso anterior, los polinomios de C4 verifican automdticamen-
te la condicién c(a*) = 0, luego Cy = Cs y este cdodigo tiene distancia
minima > 5. Una matriz de control es

(1 « a? .. ot
H = < 1 & of ... odn-D)
Si m1(X) = Irr(a, F2) y m3(X) = Irr(a®,Fy), el polinomio generador
de C4 es
9(X) = mem{my(X),ms(X)}.

Para poder realizar un cdlculo concreto fijemos m = 4 (luego n = 15).
En este caso, los polinomios m1(X), ms(X) son

mi(X) = 1+X+Xx*
m3(X) = 1+X+X?2+ X3+ X1

por lo que
g X) =1+ X+ XHA+ X+ X+ X+ XY =14+ X+ X0 X7+ xB

y la dimension de Cy es n — degg(X) = 7. Las matrices generatriz
y de control del codigo pueden obtenerse por el procedimiento habi-
tual, a partir de g(X), o directamente a partir de H'. Tomando la base
{1,a,0?,03} de Fyu sobre Fy, las coordenadas de cada elemento de Fos

son
1=1000 oa*=1100 o®=1010 «o'?2=1111

4

a=0100 o =0110 o =0101 o' =1011
6
7

a?2=0010 a%=0011 o'%=1110 o' =1001
a? =0001 o' =1101 ol =0111
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(recuérdese que Irr(a,Fo) =1+ X + X*, luego 1 +a = o*). Con esto,
H' es

<1 a Oé2 a3 044 Oé5 &6 Oé7 OZS (07 « « (&% « «

1 OéS Oz6 a9 a12 1 3 6 9 12 1

una matriz de control, en sentido estricto, queda

100010011O01O01T11
01001101011 11O00
001001101011 T1T1O0

- 000100110101 1T11
11000110001 1000°1
0001100011 00°O011
0010100101O0O01O01
011110111 101111

2.4.2. Descodificacién de los Cédigos BCH

El interés de los cédigos BCH radica, de una parte en la posibilidad
de elegir a priori la capacidad correctora deseada (determinada por ¢§) y
de otra en la existencia de un algoritmo efectivo de descodificacion.

Sea C el cédigo BCH sobre [, de longitud n y distancia prevista
0 = 2t + 1 (luego C puede corregir t errores). Sea « una raiz n-ésima
primitiva de la unidad. Por simplicidad, vamos a descodificar el cédigo

determinado por las raices o, ..., a1, luego con
1 « a? e an!
H=1: : : . (2.21)
1 af-1 q26-1) ... G-DE-1)

Supongamos enviada una palabra ¢ € C y recibido un vector y = c + e
con w(e) =r <t. Sean 0 < iy < ... <14, <n— 1, las posiciones en que
han ocurrido errores y e;,,...,e;. las coordenadas del error e en esas
posiciones. El primer paso en la descodificacion consiste en calcular el
sindrome del vector recibido

s=s(y) =s(e) = Hy' = (sg,...,55_2)". (2.22)
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Utilizando notacién polinémica, podemos escribir s(X) = so + -+ +
55_2X%72. Obsérvese que para cada h =0,...,0 — 2,

r r

s = y(athl) — e(ah+1) — Z e, (ah+1)ij — Z &, (aij)thl. (2'23)
j=1 j=1

Si, para simplificar la notacién, convenimos en poner 7; = ali ; €5 = €
paraj =1,...,r, resulta s = 6177i1Jr1 4+ et Los 7; son llamados
localizadores del errory los €;, valores del error (siempre con respecto al
vector recibido y). Por supuesto, conocer estos 2r nimeros es equivalente
a conocer el error. Si s(X) = 0 entonces y € C, con lo que el mensaje
recibido es dado por vélido. En lo que sigue supondremos s(X) # 0.

Definicion 2.46. Llamaremos polinomio localizador de errores al poli-
nomio

LX) = (1= mX) - (1 5, X). (2.24)
Llamaremos polinomio evaluador de errores al polinomio

r

B(X)=> emn; [J(1 - niX). (2.25)

=1 i

L(X) y E(X) son polinomios de grados r y r — 1 respectivamente,
cuyo conocimiento implica el de los 7; y €5, ya que

Proposicién 2.47. En las condiciones anteriores,

a) sipi,...,pr sonlas raices de L(X), entonces sus inversos pfl, eyt
son los localizadores del error;
b) conocidos n, ..., 0, los valores del error son
€ = % (2.26)
L (77j )

siendo L'(X) la derivada (formal) de L(X).

Demostracion. La parte a) es evidente. Probemos b). Como

T

LX) =Y (—m) [J(@ = nX),

h=1 i#h
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nj_l es raiz de todos los sumandos de L'(X) excepto del j-ésimo. Por
tanto
;L' (n;) = (=n)e; [ [ = nim; ") = —E(n; ).
i#j
O

El algoritmo de descodificacién no proporciona directamente el vector
e, sino los polinomios L(X) y E(X). A partir de ellos, segin la pro-
posicién anterior, deducimos los 7; y €; y, finalmente, las posiciones y
valores del error. El polinomio evaluador de errores admite una escritura
alternativa en términos de series de potencias. En concreto, como

1 >
—— = > aix (2.27)
=0

podemos poner

~ LX)
E(X) = Zﬁjl_ <
=1 i

r

= LX) en y niX’
=0

j=1
o0 T ] )
- LY (Sent) ¢
i=0 \j=1
0 . .
= L(X)) e(ahHX?
=0
Teorema 2.48 (Ecuacion clave).
B(X) = L(X)s(X) (mod X°1). (2.28)

Demostracion. Segtin lo computado anteriormente

6—2
E(X) = LX) e(@™)X' =
5,
=0

como queriamos demostrar. O



Cédigos correctores de errores 51

Nota 2.49. La ecuacion clave muestra que, una vez conocidos s(X) y
L(X), el polinomio evaluador de errores, E(X), se obtiene inmediata-
mente. Asi, el proceso de descodificacion quedard completo en cuanto
seamos capaces de determinar L(X).

Consideremos el polinomio

T

B(X) = [[(X = ). (2.29)

=1

Como es bien conocido, B(X) puede escribirse en funcién de los polino-
mios simétricos elementales o1, ..., 0, en los 7;:

B(X)=X"—o X" '+ 4 (=1) 0. (2.30)

Las raices de B(X) son n1,...,1n,, luego de la escritura anterior se de-
ducen las r ecuaciones

n—om T4+ (=)o, =0, i=1,...,1. (2.31)

Multiplicando la ecuacion i-ésima por emlj , j fijo, 1 < j <r,y sumando
todas las relaciones asi obtenidas, se tiene

Sj+r—1 — O1Sj4r—2 + -+ (—1)T0'7n5j71 =0. (2.32)

Repitiendo el proceso para cada j = 1,...,r, finalmente se obtiene el
sistema lineal de r ecuaciones en las r incégnitas I; = (—1)o;

Sy + Sp_1ly + -+ soly =0

Spv1 + sl + -+ s, =0

[S] ) : ) )
Sop—1 +  soely 4+ oo+ sp_al, = 0.

Lema 2.50. EI sistema anterior tiene solucion unica en las l; st y so-
lamente si el error e tiene justamente peso 7.

Demostracion. La matriz de coeficientes del sistema,
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se factoriza en la forma C = VDV, siendo

1 1 1 €e1m 0 0
m 72 Ui 0 e 0

V= g , D= )
it oyt ! 0 0 €y

Dado que V' es una matriz de tipo Vandermonde y D una matriz dia-
gonal, el que ambas sean no singulares equivale a la condicién enuncia-

da. O

Una vez conocidos los I4, ..., 1, or supuesto, el nimero de errores
9y ) ) )
1), el polinomio localizador de errores se deduce inmediatamente

Proposicion 2.51. FEl polinomio localizador de errores es
LX)=14+LX+--+1,X". (2.33)

Demostracion. Es suficiente probar que el polinomio, asi obtenido, ve-
rifica que L(n;l) =0 parai=1,...,r. Ahora bien

niL(n; ) =0}l 4+ 1= B(n) = 0 (2.34)
por definicién de B(X). O

Como el nimero de errores de la palabra recibida es desconocido,
serfa necesario calcularlo. En virtud del lema 2.50 basta determinar el
méximo 7 tal que el sistema [S] tenga solucién tinica. Una vez hecho esto,
basta resolver tal sistema para obtener los /;. Sin embargo, el proceso
anterior se revela computacionalmente impracticable. Por ello han sido
propuestos diversos métodos alternativos, que proporcionan algoritmos
eficientes para calcular los I;, el mas conocido de los cuales es debido
a Berlekamp y Massey. Lo que este algoritmo calcula, en realidad, es
el polinomio minimo de una sucesiéon recurrente de orden r, supuesto
conocidos 2r términos de dicha sucesién. No pudiendo abordar aqui toda
la teoria de sucesiones recurrentes sobre cuerpos finitos, necesaria para
la justificaciéon del método, nos limitaremos a exponer las etapas del
algoritmo resultante. Sefialemos inicamente, que el sistema [S] muestra
que los s; constituyen realmente una sucesion recurrente de orden r, con
ecuaciéon de recurrencia,

Sp+ Sp_1l1+ -+ 59l =0 (235)
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y que realmente se conocen 2r términos de tal sucesién, puesto que
r<t=16-1/2],y so,s1,-..,585—2 se deducen del sindrome del vector
recibido. A partir de él se construyen recursivamente las cuatro sucesio-
nes

{L;(X) ?t:o’ {E;(X) j2t:07 {mj}520a {bj}itzo- (2.36)

Para ello, partimos de los valores iniciales Lo(X) = 1, Eg(X) = X, my =
0,by9 = s y utilizamos la ley de recurrencia

Lipn(X) = Lj(X)—-bEj(X).
b IXLj(X) sibj#0ym;>0;
. — 7 J J 7 =Y
Ej1(X) { XE;(X) en otro caso.
. _ —m; sib; #0y m; > 0;
AL m; +1 en otro caso.
bjy1 = coeficiente de X9t en L;1(X)s(X).

Una vez construidas estas sucesiones, sea s = |t + 1/2 — mg/2]. El
polinomio

m(X) = X°Loy(1/X) (2.37)

resulta ser el polinomio minimo de la sucesién recurrente, y tiene por
coeficientes precisamente los I; buscados.

Una vez conocidos estos [;, se construye el polinomio localizador de
errores L(X) segtin 2.51 y, a partir de él y de s(X), el polinomio eva-
luador de errores E(X), como ya se vi6. Las posiciones del error se
determinan a partir de las raices de L(X). Para encontrar tales raices se
evalua este polinomio en todos los 1,,...,a" ! (método de Chien). Si
oM, ..., a" son tales raices, entonces sus inversos son los localizadores
del error, m; = o™ ™ ,...,n, = o™ . El valor del error asociado al
localizador 7; es

h .
€ = M (2.38)
L' (ahi)
siendo L' la derivada (formal) de L. Finalmente se corrige el mensaje re-
cibido: parai = 0,...,n—1, la i-ésima coordenada del mensaje corregido
es
{yi sit£En—~hy,...,n— hy; (2.39)

Yi —€; sii=n—h;j.
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Ejemplo 2.52. Sean ¢ = 3,n = 8 y a una raiz del polinomio 2+X +X?2.
Como Irr(a,F3) = Irr(a3,F3) = 2+ X + X2, Irr(a®,F3) = 1+ X2 ¢
Irr(a*,F3) = 1+ X, el cédigo BCH de longitud 8 y distancia minima
prevista § = 5 sobre F3, tiene polinomio generador g(X) = 2 + X2 +
X3 4+ 2X* 4+ X5 ~ 201121, luego dimension k = 3. El mensaje fuente
m= 010 ~ X, se codifica por

m(X)g(X) =2X + X3+ X* +2X° + X% ~ 02011210 = c.

Supongamos que durante la transmision de esta palabra se produce el
error € = 10000100 ~ 1 + X, con lo que el mensaje recibido es

c+e=y=12011010 ~ 1 +2X + X3 + X* + X6

que contiene errores en las posiciones 0y 5. Naturalmente, estos errores
son desconocidos por el receptor y es necesario calcularlos a partir de'y
y del codigo usado. El proceso es el siguiente.

Etapa 1. El sindrome del vector recibido es

so=e(a) =yla) =2a+1
s1 = e(a?) = y(a?) =2a + 2
ss=e(a®) =y(a®)=a+2
s3=e(a') =y(a?) =0

Etapa 2. El método de Berlekamp-Massey proporciona los siguientes re-
sultados:

j L Lj m; b
0 1 X 0 1+2a
1 1+ (a+2)X (a+2)X 0 2a
2 1+2aX (2+20)X +aX? 0 !
8 1+(1+20)X+2+a)X? (1+a)X+2X?%) 0 1+«
4 1+ (2+a)X +2aX? aX +(2+20)X% 0 242«

conlo cual m(X) = X?>+ (2+a)X +2a yl1 =2+ a, Ir = 2a.

Etapa 3. El polinomio localizador de errores es L(X) =14 (2+ )X +
20X?, cuyas raices son o8 y o. Por lo tanto, 1 = o y ny = ab.
Asie(X) =1+ X® ~ e = 10000100 y, consecuentemente

c=y—e=02011210 ~ m(X)g(X) = 2X + X3 + X* + 2X° + X6,

Finalmente recuperamos el mensaje original m ~ m(X)g(X)/g(X) =
010.
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2.4.3. Cbdigos de Reed-Solomon
Repitamos la definicién, ya citada, de codigo de Reed-Solomon:

Definiciéon 2.53. Un cddigo Reed-Solomon sobre Fy es un codigo BCH
primitivo de longitud n = q — 1.

Como caso particular de los BCH que son estos cédigos, siguen los
mismos procesos de codificacién y descodificaciéon que aquellos. Su ca-
racteristica distintiva mas notable es que la raiz n-ésima, «, es un ele-
mento de F, y, por tanto, todas las manipulaciones con el cédigo impli-
can sélo operaciones en el propio cuerpo IF,. Como contrapartida a esta
simplicidad de manejo, queda limitada a ¢ — 1 la longitud de un cédigo
Reed-Solomon sobre F,.

Una primera justificacién del interés de estos codigos es el siguiente
resultado.

Proposicion 2.54. Los ciodigos Reed-Solomon son MDS.

Demostracion. Como en todo cédigo BCH, fijada la distancia prevista §
y la raiz n-ésima «, su distancia minima y dimension, d y k, verifican d >
§y k=n—degg(X), siendo g(X) = mem{Irr(a’,F,) | i =1,...,6 —1}.
Ahora bien, dado que o € F, para todo i, se tendra degg(X) =4 — 1
luego, teniendo en cuenta la cota de Singleton, K =n — § — 1, de donde
d=n—k+1. O

Los cédigos de Reed-Solomon son habitualmente utilizados en la de-
teccién de errores (aleatorios y a réfagas) sobre canales binarios. Dado
que, como se ha dicho, su longitud es muy pequena, para ’alargarla’ se
utiliza a menudo la estrategia de descenso de cuerpo, que describimos a
continuacién.

Dado un cuerpo finito Fyr, extensién de Fy, fijemos una base {1, «, .. .,
a™ 1} de F,r sobre F,. Como sabemos, cada elemento de F, puede
identificarse con el vector de Fy de sus coordenadas en la base anterior.
Aplicando este procedimiento a cada componente de un vector de Fy,,
obtenemos un vector de F¢"

vector original sobre [Fgr
* * *

PEERE Y XEEE R koooee 3k (240)

vector obtenido sobre F,
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En particular, si C es un cédigo de longitud n sobre Fyr, a partir de él
podemos conseguir un cédigo sobre F, de longitud rn; se dice que este
cuerpo se obtiene del original por descenso de cuerpo.

Esta construccion se realiza habitualmente con cédigos Reed-Solomon
definidos sobre For. Si el cédigo inicial tiene longitud n, entonces el
c6digo binario obtenido por descenso de cuerpo sobre o tiene longitud
rn y gran capacidad de deteccién de errores a rafagas.

Proposicion 2.55. Sea C un cddigo de Reed-Solomon sobre For con
distancia d = 2t + 1. Entonces, el codigo binario obtenido por descenso
de cuerpo sobre Fo corrige todos los errores a rdfagas de longitud | <
(t—1)r+1.

Demostracion. Recibida una palabra binaria, podemos transformarla en
un vector de Fyr siguiendo el proceso contrario al descrito anteriormente
(es decir, ascendiendo de cuerpo). Si los errores forman un rafaga de
longitud [ < (t—1)r+1, teniendo en cuenta que cada r simbolos binarios
se colapsan en uno solo de For, la palabra transformada contiene a lo
mas t coordenadas erréneas. Pero ¢ es precisamente la capacidad de
correccién del cédigo. O

2.5. Cddigos polinomiales (%)

Sea P = {Py,---,P,} un conjunto de puntos pertenecientes a cierto
‘objeto geométrico’ X. Si V es un espacio vectorial de funciones f :
X — F,, podemos considerar la aplicacién de evaluaciéon en P

evp : V—F2, evp(f) = (P, S(P).

Si evp es lineal, su imagen es un subespacio vectorial de Fy, es decir,
un cédigo lineal sobre F, de longitud n. Sus palabras son los evp(f),
f € V. Diremos que éste cdédigo es obtenido por evaluacion en P de
las funciones de V. Podemos aclarar el significado y alcance de esta
definicién mediante unos ejemplos.
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2.5.1. Cébdigos Reed-Solomon

Sea C el codigo Reed-Solomon de distancia ¢ y longitud n = g — 1
sobre [, con polinomio generador

6—2

9(x) = [J(x —a)

=0

donde « es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Su matriz de control
es

1 « a1t
H =
]_ a6_2 e a(n_l)((s_Q)

Por consiguiente, el dual de C, cuya matriz generatriz es H, puede ser
visto como el cédigo obtenido por evaluaciéon de las funciones de V =
{f(X) € Fg[X] | deg(f) <& — 2} en los puntos {1,a,...,a" 1} de F,
(o de la recta afin sobre Fy).

Esta interpretacién puede servirnos para generalizar los cddigos RS e
intentar remediar su principal problema que, como sabemos, consiste en
su escasa longitud.

2.5.2. C(Cbdigos Reed-Muller

Tomemos ahora V = {f € F,[X1,..., Xy] | deg(f) <}y evaluemos
estos polinomios en los puntos de P = F¢* El codigo obtenido se llama
Reed-Muller g-ario de orden r y longitud ¢™, RM4(r,m). De nuevo, el
dual de un cédigo Reed-Muller es también Reed-Muller, ya que

RM ,(r,m)t = RM, (m(q—1) —r — 1,m)

lo que se deja como ejercicio al lector.

2.5.3. Cdbdigos algebraico-geométricos

Otra posibilidad consiste sustituir la recta afin X = F, por una curva
A& sobre [y, P por un conjunto de puntos racionales de X y tomar como
V un conjunto de funciones racionales sobre X. Los c6digos de evaluacién
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para estos datos reciben el nombre de cddigos algebraico-geométricos de
Goppa.

Ma3és concretamente, sea X una curva proyectiva, lisa, absolutamente
irreducible definida sobre F,. Para cada divisor racional E de X, el
conjunto

L(E) = {funciones racionales f € F,(X)* | (f)+E >0} U {0}

(siendo (f) el divisor de f), es un espacio vectorial sobre F,, cuya dimen-
sién siempre es finita y denotaremos por ¢(D). Sea P = {Py,..., P},
un conjunto de n puntos de X racionales y distintos, con los que cons-
truimos el divisor D = P; + --- 4+ P,. Sea, finalmente, G otro divisor
sobre X, racional y con soporte disjunto del de D, sop(G) Nsop(D) = 0.
Con estos elementos, consideramos la aplicaciéon de evaluacion

ev:E(G)—>F3; ev(f) = (f(Pr), -, [(Pn)).

La aplicacién ev estd bien definida. En efecto, como P; & sop(G), P; no
puede ser un polo de f € L(G). Por otro lado, tanto P; como G son
racionales sobre Fy, luego f(P;) € F,. Ademads, es evidente que ev es
una aplicacion lineal de espacios vectoriales.

Llamaremos cddigo algebraico-geométrico (o cddigo geométrico de Gop-
pa) asociado a X, D y G, a C(X,D,G) = ev(L(G)). Obsérvese que po-
demos limitarnos al caso 0 < deg(G) < n+2g — 2, siendo g el género de
la curva X. En efecto, si deg G < 0 entonces £(G) = {0}, mientras que
si deg(G) > n + 2g — 2 entonces C = Fy.

Teorema 2.56. C(X, D, G) es un cddigo lineal de pardmetros [n,k,d|,
con

a) k=40(G) — G — D);

b) d > n —deg(QG).

Demostracion. C(X,D,G) es claramente lineal, ya que ev lo es, y su
longitud es n. Como el nicleo de ev es

ker(ev) ={f € L(G) | f(P;) =0,i=1,--- ,n} = L(G— D)

la dimensién de C es dim(L£(G)) — dim(ker(ev)) = 4(G) — {(G — D).
Comprobemos la acotacion para la distancia. Sea ¢ € C un elemento de
peso minimo, d. Si ¢ = ev(f), entonces f se anula en n — d puntos del
soporte de D, pongamos Pp,---, P,_4. Por tanto f € L(G— P, —--- —
P,_4), con lo que deg(G) — (n —d) > 0. O
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Si imponemos restricciones adicionales en el grado del divisor G po-
demos refinar el resultado obtenido para k.

Corolario 2.57. Si deg(G) < n, entonces k = ((G). Si 29 — 2 <
deg(G) < n, entonces k = deg(G) +1 — g.

Demostracion. Sideg(G) < n entonces deg(G—D) < 0luego ¢(G—D) =
0. Si, ademas, 2g —2 < deg(G) entonces, de nuevo por razones de grado,
(W — G) = 0, siendo W un divisor candnico de X. El resultado se
deduce del teorema de Riemann-Roch. O

Para estimar la calidad de los parametros de un cédigo algebraico-
geométrico, limitandonos al caso 2g — 2 < deg(G) < n, observemos que,
segun el Teorema 2.56 y la cota de Singleton

n+l—g<k+d<n+1

luego los c6digos obtenidos a partir de curvas racionales (de género 0) son
siempre MDS (de hecho, RS extendidos). La acotacién va ‘empeorando’
a medida que crece el género de la curva.

2.6. Funciones orden, cédigos de evaluacion (x)

En esta seccion vamos a formalizar el método de construccién de los
c6digos de evaluacién. Ademads, esto nos permitiré prescindir de los for-
malismos de la geometria algebraica, utilizando unicamente métodos
elementales.

2.6.1. Ordenes y pesos

Sean I, un cuerpo finito, R una F, -4dlgebra conmutativa con unidad
v Ny el conjunto de los enteros no negativos.

Definicion 2.58. Una funcién orden en R es una funcion p : R — Ny
verificando las siguientes propiedades: para todos f,g € R y A € Fy,

(0.0) p(f) = —o0 siy sdlo si f=0;
(0.1) p(Af) = p(f);
(0.2) p(f +9) <max{p(f),p(9)}; y



60 E. Martinez, C.Munuera, D. Ruano

(0.3) sip(f)=plg), existe X € Fy tal que p(f + Ag) < p(f).

Si, ademds, se verifica la condicion suplementaria

(0.4) p(fg) = p(f) + p(9),

diremos que p es un peso en R.

Nota 2.59. A partir de la definicion anterior se verifican facilmente las
siguientes propiedades:

1. 51 R admite una funcion orden, entonces R es un dominio de integri-
dad. Este hecho justifica el nombre de dominios con orden que daremos
a estas dlgebras.

2.{feR:p(f) =0} =F.

3..8i p(f) < plg), entonces p(f + g) = p(g).

Veamos algunos ejemplos

Ejemplo 2.60. (1) La funcion grado, deg : Fy[X] — Ny, es una funcion
orden. (2) Sea X una curva sobre Fy y Q un punto racional. Sea R
el conjunto de funciones racionales sobre X con polos sélo en Q. La
valoracion asociada a @), cambiada de signo, p = —vg, es una funcion
orden en R. (4) El dlgebra R = Fy[X,Y]/(XY — 1) es integra pero no
admite ninguna funcion orden (vedse). Esto prueba que no todo dominio
es un dominio de orden.

Proposicién 2.61. Sea R una IF4-dlgebra que admite una funcion orden
p y sea {p; : i € N} la sucesion creciente de enteros que aparecen como
orden de algun elemento de R. Para cada i € N sea f; € R tal que
p(fi) = pi. Entonces

(a) {fi : i €N} es una base de R;

(b) sea Ly = (f1,...,fi). Si f € Li\ Li—1 y f # 0, entonces p(f;) = pi;
(¢) parai,j € N seal(i, j) el menor enterol tal que f;f; € L;. La funcion
l es estrictamente creciente en sus dos argumentos.

Las tres propiedades de esta proposicion son faciles de ver y se dejan
como ejercicio al lector.
2.6.2. Los codigos

Sea R una [Fg-dlgebra que admite una funcién orden p. Sean {f;} y
I(7, j) como en la Proposicién anterior. Consideremos en Fy el producto *
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coordenada a coordenada, (z1,...,2Zn)* (Y1,..-,Yn) = (T1Y1,- -, Tnln),
y sea finalmente ¢ : R — Fy un morfismo suprayectivo de Fg-dlgebras

(es decir, ¢ es lineal y ¢(fg) = ¢(f) *¢p(g)). Pongamos h; = ¢(f;) y para
[=1,2,... consideremos los codigos

El - ¢(Ll) = <h17h27 cee 7hl>

y sus duales C; = ElL Se obtiene asi una secuencia Cy = FZL °>2C1D...
decreciente de cédigos y, dado que ¢ es suprayectiva, existirda un N tal
que C; = {0} paral > N.

Vamos a calcular una cota sobre la distancia minima de Cj, la llam-
da cota del orden. Para ello, dado un vector y € Fy, introducimos los
sindromes 2-dimensionales relativos a'y, s;j = s;j(y) = y(h; xh;), y la

matriz de sindromes S(y) = (s;; | 1 <i,j < N).
Proposicién 2.62. rang(S(y)) = w(y).

Demostracion. Sean H la matriz N X n cuya fila i-ésima es h;, y D(y)
la matriz diagonal cuya diagonal es y. Como H posee rango maximo,
rang(H D(y)H') = rang(D(y)) = w(y), y el resultado es consecuencia
de la igualdad S(y) = HD(y)H". O

Consideremos ahora el conjunto N; = {(4,j) € N | I(3,j) =1+ 1}.

Proposicién 2.63. Sea N; = {(i1,71),---, (i, jt)}. Se verifica que

(a) los iy,...1; son todos ellos distintos; y

(b) siy € C;\ Ciy1, entonces el menor formado por las filas y columnas
i1,...1¢ de S(y), es no nulo.

Demostracion. En primer lugar notemos que, siendo [(7,j) simétrica,
{i1,... 4} = {Jj1,...,j¢}. Ordenémolos de manera que i1, < ig < --+ <
it (luego 71 > -+ > ji). Si iy = iyu41 entonces j, < jut+1 con lo que,
al ser [ estrictamente creciente en cada uno de sus argumentos, [ + 1 =
Uiy, ju) < U(iut1,Ju+1) = L+ 1, lo que es imposible y prueba (a). Para

(b) veamos que
o . — 0 siu < v
Wl £0 siu=w.

Si u < v entonces I(iy, jy) < l(iy,jv) =1+ 1, con lo que h;, xh;, € CZL
Y Siuj, = 0. Reciprocamente, si u = v entonces [(iy, j,) = [ + 1 con lo
que h;, *h;, & Cit v s, # 0. O
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Corolario 2.64. Siy € C;\ Ci11 entonces w(y) > #Nj.
Llamaremos cota del orden en la distancia minima de Cj a
dORD(l) = mfn{#Nt ‘ t> l}

Es claro que, en virtud de los razonamientos anteriores, dorp(l) es una
cota para la distancia minima de Cj, es decir, d(C;) > dorp(l).



Capiuio I
Capitulo

Descodificacion y eliminacion

En este capitulo mostraremos un algoritmo para la descodificacién
de los cédigos ciclicos utilizando las bases de Grobner. Como vimos en
el capitulo anterior en la seccién 2.3, los codigos ciclicos tienen una
estructura algebraica muy rica que nos permite disenar algoritmos de
descodificacién algebraicos (véase seccién 2.3.4 del capitulo anterior).
Varios autores han utilizado la teoria de las base de Grébner para resol-
ver el problema de la descodificacién de los cddigos ciclicos: en [Fit95] P.
Fitzpatrick utiliza las bases de Grobner sobre médulos para encontrar
una solucién de la ecuacion clave mediante un método con compleji-
dad similar al algoritmo de Berlekamp-Massey que vimos en el aparta-
do 2.3.4, este método lo estudiaremos en el capitulo siguiente. A.B. Coo-
per [C090, Co91] presenta un algoritmo capaz de descodificar un cédigo
ciclico hasta su distancia minima basado en la teoria de la eliminacién
(véase seccion 1.5). El algoritmo de Cooper requiere calcular una base de
Grobner para cada sindrome no nulo recibido lo que, desde el punto de
vista de la complejidad, no es el escenario méas adecuado. Posteriormen-
te X. Chen, I.S. Reed, T. Helleseth y K. Truong [CRHT94a, CRHT94b]
revisan la idea original de Cooper y proponen el célculo de una base de
Grobner genérica que elimina la necesidad del cdlculo de una base de
Grobner para cada sindrome recibido. A pesar de todo, el cdlculo de di-
cha base de Grobner genérica es muy costoso. Repasaremos este enfoque
en la seccién 3.2 en la que exponemos la descodificaciéon de codigos so-
bre variedades afines propuesta por J. Fitzgerald y R.F. Lax en [FL98].
Nosotros seguiremos en este capitulo la aportacién de P. Loustaunau

63
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y E.V. York [LY97] (en particular en la tesis doctoral de este ultimo
[Yor94]) basada en la aportaciéon de X. Chen, I.S. Reed, T. Helleseth y
K. Truong [CRHT94a, CRHT94b)].

3.1. La variedad sindrome de un cédigo ciclico

Sea a una raiz primitiva de 2™ — 1 en el correspondiente cuerpo de
descomposicién de Fy (asumimos en todo este capitulo que med(n,q) =1
como es habitual). Consideremos g(z) el polinomio generador de un
cédigo ciclico con rafces ot ..., o' donde {iy,...,i,} C {1,...,n—1}.
El cédigo C generado por g(z) puede ser visto como el niicleo en Fy de
la matriz de control (véase en la seccién 2.3.3 la ecuacién (2.14))

]_ ail e ail(n_l)
H=|: : | (3.1)
1 ai’l‘ e aZT(n_l)

Sea ¢ € Fy un vector recibido con ¢ = c+e, donde ¢ € C y e es el error
cometido (Por conveniencia utilizaremos durante esta seccién ¢ para el
vector recibido en lugar de y que reservaremos para los localizadores del
error). El siguiente sistema de ecuaciones relacciona el sindrome s de €
con el error cometido

o+ e107 + e 4 ep_jamVE = sj, j=1,...,r.  (3.2)

Durante el resto de esta seccién asumiremos que el error cometido tiene
peso w(e) = 7 < t, donde 2t 4+ 1 = d la distancia minima de C. Expresa-
remos a continuacién las soluciones del sistema expresado en (3.2) como
una variedad algebraica. Consideremos los polinomios siguientes:

fj — ylzij +yQZ;j+"‘+ytZ§j*xja j=1...,r (33)
hp = zZJrl—zk, k=1,...,t.
L =yl -1, k=1,... ¢t (3.5)

Consideremos el conjunto de polinomios

F={filj=1,...r}Ufhp k=1, 3U{s | k=1,...,t} (3.6)



Descodificacién y eliminacidn 65

y el ideal I C [Fy[x,z, y] generado por F'. Llamaremos variedad sindrome
a V(I), es decir:

{peF | fi(p) =hi(p) =l(p)=0,Vi=1,....r k=1,...t
(3.7)
y a I ideal sindrome. Es facil comprobar que el cardinal de V(I) es
(¢ — 1)'(n + 1)! por lo tanto I es un ideal cero dimensional. Adema4s
V(I) contiene toda la informacién necesaria para descodificar el vector
€. Supongamos que tenemos

s=Hc=He, w(e)=1<t,

existen puntos en la variedad V(I) que determinan los valores y posicio-
nes del error e. Dichos puntos vienen dados por

l ! l
P=10(81,82--.,8,0,...,0,a ,a?, ....a' %, ... % 01,02,...,0),

(3.8)
donde s1, s9, ..., s, corresponde al sindrome (coordenadas en x), los va-
lores no nulos de e (posiciones del error) estdn localizados en las coor-
denadas l1,l9,...,l vy B1,02,...,0: su valor. El simbolo * puede ser

cualquier valor no nulo del cuerpo F,.
Para cada sindrome s con w(e) = 7 < t existen

(i)ﬂ (-1

puntos en la variedad V(I) correspondientes a las permutaciones de las
variables en z y la correspondiente permutacion de las variables en y.
Notaremos por Vs al conjunto de puntos correspondientes al sindrome s
y por S C Fy al conjunto de todos los sindromes posibles no nulos que
corresponden a errores con peso menor que t. Sea

e=Jvs (3.9)

seS

)

J

el conjunto £ contiene

puntos con toda la informacién necesaria para descodificar cualquier
mensaje recibido con menos de t errores. Sin embargo, la variedad sindro-
me contiene muchos més puntos que &.
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Ejemplo 3.1. Consideremos un cédigo BCH primitivo con ¢ = 2, lon-
gitud 31, dimension 11 y capacidad correctora 5, se tiene que

V()| = 33554432
|E| = 24444275.

Para que nuestro ideal sélo considere aquellos puntos que se encuen-
. ~ 1. t . .
tran en el conjunto £ anadiremos a F' los (2) polinomios

2L~ A\

zpey | —2 |, kA=1,...,t (3.10)
Rk — 2\

que fuerzan a las coordenadas correspondientes a zj, z) 0 bien a ser una

de ellas nula o bien ambas no nulas y distintas. Por lo tanto

E=V (FU {zm (ﬁj) };AZI) . (3.11)

El célculo directo de £ con la variedad anterior puede ser computacio-
nalmente muy costoso, P. Loustaunau y E.V. York [LY97] disefiaron una
estrategia alternativa que sigue a continuacién.

La observacion clave es que el nimero de errores en el punto p son
t menos el nimero de coordenadas nulas de p en las posiciones corres-
pondientes a z y este ntimero de ceros puede ser calculado mirando las
diversas proyecciones de la variedad.

Definicion 3.2. Dado el conjunto X C Fgm, para cada a < b definimos
la proyeccion de X sobre las primeras a coordenadas como

[1x) = {p €T | 3p/ € V.0, tal que (p,p') € X} (3.12)

a

Teorema 3.3. Sea 0, € IF]; el vector con todas sus coordenadas nulas.
Dado ¢ y su correspondiente sindrome s, los errores cometidos en ¢ son
exactamente T si y solo si

(s,00) € [JV(F), VE<t—r
r+k

(5,0t—711) & H (V(F)).

r+t—1+1
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Demostracion. Sea s un sindrome correspondiente a un error e con
w(e) = 7 < t. Entonces existe un punto p con una expresién como
la mostrada en la ecuacién (3.8), esto es (s,0x) € [, (V(F)) para
todo k <t — 7. Supongamos que

p=(s0, 1) [[ vF),

r+t—7+1

esto es, p’ extiende a un punto

Po = (p/,717~~-,’77—1a771,--~a77t) = (P/7'7a77) € V(F)

El vector v no es el vector nulo (pues implicaria s = 0), ademéds no puede
tener todas sus coordenadas distintas (pues representaria un error), y
por lo tanto tendriamos dos vectores error distintos (con peso menor
que t) asociados a un mismo sindrome, lo que es una contradiccién. Por
lo tanto, se tiene que existen 4, j distintos con 7; = ; (esto es pg ¢ £).
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que 71 = 9 y tomamos

P1 = (p,707/y25"'777'—1577177’1+772’-~-777t) si 771+7727é0
pP1 = (p',O,O,’yg,...,77_1,771,771,...,1%) en otro caso.

De nuevo p; € V(F). Podemos proseguir con esta construccién hasta

que tengamos coordenadas no nulas en el vector v que no se repiten,

pero éstas representaran a un error con peso extrictamente menor que T

lo que es una contradiccion, por lo tanto (s,0;—r41) & [ [, 1 (V(F)).
Para demostrar la otra implicacién supongamos que

(5,00) € [Jov(F), Vk<t—r
r+k
y (8,0i—r41) & I, 11_ri1(V(F)). Entonces (s,0; ;) se extiende a un
punto en V(F'), y dicho punto puede ser relacionado con un tnico vector
error de peso exactamente 7. ]

Corolario 3.4. Con la notacién del teorema anterior consideremos el
conjunto
F={peVF)|p=_(80t_r, %%, ....,%)}. (3.13)

Entonces el conjunto [[,.,_,,(I') contiene exactamente T puntos dis-
tintos de la forma (s,0;_,, "), y las posiciones del error correspondiente
vienen dadas porl; cont=1,...,T.
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Relacionaremos ahora los resultados anteriores con la teoria de la eli-
minacién expuesta en la seccién 1.5. Para ello necesitaremos el siguiente
lema previo:

Lema 3.5.

[TVvE) =vInFx ;... %)
r+k

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en el teorema 2.5.3

de [AL96]. O
Consideremos ahora un orden lexicogréafico <, en Fy[x,z,y] tal que

T1 <lez ' <lex Tr <lex 21 <lex * " <lex 2t =lex Y1 <lex " <lex Yt»

y sea G una base de Grobner del ideal sindrome I respecto del orden
=<Jex, S1 tenemos en cuenta el teorema 1.30 entonces

Gk:Gqu[X,Zl,...,Zk} (314)

es una base de Grobner del ideal de eliminacién I NFy[x, z1, .. ., 2k, esto
es, podemos reinterpretar el teorema 3.3 y el corolario 3.4 de la siguiente
forma:

Teorema 3.6. Con la notacion adoptada en el teorema 3.3, dado € y su
correspondiente sindrome s, los errores cometidos en € son exactamente
T sty solo si para cada elemento g € Gy, se tiene que

9(s,0,) =0, VE<t—r7
y ademds existe un elemento g € Gi—r41 tal que

9(s,0t—741) # 0.

Corolario 3.7. Sea Gi—r11 = {91,...,9s} y consideremos el vector
&—r = (8,04—, 2) donde z es una nueva variable. El ideal
(Grori1(§t—7)) = (91(§t—7), -, 95(t—7)) C Fq[z] (3.15)

estd generado por el polinomio cuyas raices localizan los errores, es mds,
dicho polinomio serd uno de los polinomios evaluados

91(&t—7)s -+ 9s(Et—r)-
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Demostracion. La primera parte del corolario se sigue directamente del
teorema anterior y del corolario 3.4. Para ver la segunda parte basta
comprobar que Gy—r41(&—-) es una base de Grobner, lo que es cierto
en el caso cero dimensional respecto a un orden puramente lexicografico

(ver [Gia89]). O

3.1.1. Descodificacion por la variedad sindrome

En las condiciones del corolario anterior se podria calcular el polinomio
localizador de errores con el ideal (Gy—;(&—r—1)) pues este tltimo ideal
estd generado por z multiplicado por el polinomio cuyas raices localizan
los errores. Esto se debe a que en este caso la variedad corresponde sélo
a la proyeccién de los puntos de €. Aquellos puntos en V(F') \ £ cuyas
coordenadas en x corresponden a un sindrome s son aquellos puntos de
Vs donde dos o més coordenadas nulas en z fueron sustituidas por el
mismo elemento de [F,. Sin embargo, el ideal de eliminacién ¢ — 7-ésimo
solo deja una variable en z nula por lo que la situacién anterior no se
puede dar. De la misma manera podemos obtener que el generador del
ideal (G, (&r—1)) es 2" — 2 para todo k < t — 7.

De la discusién anterior se sigue el siguiente método de Loustaunau-
York de descodificacion de un cédigo ciclico dado un sindrome s

1. Calcular los ideales de eliminacién
G, k=1,...,t.

(Esto sélo requiere un tnico calculo de una base de Grobner aunque
previsiblemente muy costoso si utilizamos directamente el algorit-
mo de Buchberger).

2. Evaluar los generadores de Gy, sucesivamente en x = s y comprobar
si los términos independiente son nulos o no.

3. Cuando encontremos el primer término independiente no nulo cal-
cular el polinomio cuyas raices localizan los errores y factorizarlo.

Nota 3.8. En todo este capitulo, y en concreto en el método de descodifi-
cacion expuesto anteriormente suponemos conocida la distancia minima
del codigo ciclico, ésto en el caso general no es un problema trivial de
resolver, en los trabajos de M. Sala [Sal02, OS05] se puede ver cémo
realizar dicho cdlculo utilizando la variedad sindrome.
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Ejemplo 3.9 ([Yor94] péag. 61). Consideremos el cédigo BCH binario
con pardmetros [15,5,7]. Los polinomios que definen la variedad sindro-
me son

F o= {zi+z+z+an, 20 + 25+ 25 + a0, 2] + 25 + 25 + a3,

16 16 16
21 T Rl, R9g — 22, 23 —2:3}

donde no se incluyen variables en y pues estamos en el caso binario.
Calculando una base de Grébner para el orden lexicogrdfico con x1 <
Ty < T3 < 21 < 29 < 23 tenemos los siguientes resultados (se omiten
los polinomios que sélo involucran las variables x pues evaluados en un
sindrome son nulos).

1 2 2,4 2
G = {216 — 21, z%xg + z%xi’ + zir1r2 + 2121 + 21203 + z107X2+
2 3 6 .3 3.5 2 2 .6
r123 + o5 + 220 + 27, 2723 + 270] + 211103 + 2] +
9, .2 3,.8..2 4,2 9. .2 2 10,.9
Z1X9x3 + 21X725x3 + 21X5x3 + 21X7X2x3 + 212723 + 21207 TH +

zlxig’asg + zlxiox%‘ + zlmilxg + zlxz + x1x3x§ + x%x%x% +

4.2 10 2 11..9 14,8 11,.4
T1ToT3 + T T2T3 + T2T3 + X7 Ty + X7 Ty + X7 Ty
G, = G 16 2 2 2 2 2 2
9 = 1 U112 29, 2125 + 25x1 + 2122 + 29x] + 2121 + z1207+
3 .2 2,3 3 4
T2 + X7, 25T + 25x7] + 2122%2 + 2122%7 + 22X1%T2 + 2277 +
2 2,3 4 2 2 2.5
21%2 + 21x7] + 217122 + 2127 + T3 + 21T, 25T3 + 2577 +
2 2
212203 + legfﬂ? + 2ox173 + 221:(15 + zix3 + zlx? + z1x173 +
2 2 4.2 2 2 1
zlx? + x%x?, + m‘;’xgxg + zoxs + x?:@x?’ + xizs + xloxg +
1 10,.4 4
x13x§ + xlon + xire + xZ}

Gy = GQU{Z3+22+21+:L’1}.

Sea o el elemento primitivo del cuerpo Fig tal que o* + o+ 1 = 0. Se
envia la palabra 0.

= Finalmente, supongamos que se ha cometido un error en la seqgunda
posicion, el sindrome correspondiente es s = (o, a3, a%), se tiene

Gi(&) = {2+,

Go(&) = {z16 + 2z, %2+ ozz2},
Gg(fg) {Z + Oz}.



Descodificacién y eliminacién 71

Las variedades generadas por G1(&) y Ga(&1) contienen a 0 y
G3(&2) nos da el polinomio cuya raiz localiza el error z+a. Ademds
como haciamos notar anteriormente al principio de la seccion Go(&1)
estd generado por z(z + o) y G1(&) por 215! + 2.

Supongamos ahora que se cometen dos errores en las posiciones

sequnda y cuarta. El sindrome correspondiente es s = (o, a, a'?)

Y
G1(&) = {2942 o322 4022 + a2z, 0®23 + 22 + %2},
G2<£1) — {216+Z, C¥922+043Z+0413,

061322+OC7Z—|—052, &522+0514Z+049}.
De nuevo la variedad que genera G1(&y) contiene a 0 y los elemen-
tos distintos de 2'0 + 2 en Go(&1) factorizan como

P2 +alz+a® = Pz +a)(z+0ad)
B2 +a 240 = aB+a)(z+ad)
P2+ 2+ = AP+ a)z+ad)

esto es, los localizadores del error son o y o>.

Supongamos ahora que se cometen tres errores en las posiciones
sequnda, cuarta y séptima. El sindrome correspondiente es s =
(a+a?,a+aa®) y

G1(%) = {216 +z, "B +al?22 4082+ a?, B+’ az+ alo}
los elementos distintos de z'% + 2 factorizan como
QP +a? a2+ = o'+ +az+al?)
a’(z+ @) (z + a®)(z + ab).

Por lo tanto el polinomio cuyas raices localizan los errores es (z +
a)(z +a’)(z +af).

3.1.2. Técnicas FGLM

Como ya dijimos en el capitulo primero, la complejidad del célculo de
una base de Grobner mediante el algoritmo de Buchberger es doblemente
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exponencial lo que resulta un grave inconveniente para la aplicacién
del algoritmo descrito en la seccién anterior (el lector puede tratar de
calcular la base de Grobner en el ejemplo 3.9 en algiin sistema de algebra
computacional al que tenga acceso mediante el algoritmo de Buchberger,
Jqué sucede?).

En esta seccion describiremos someramente cémo nos puede ayudar
en nuestro caso la técnica de reordenamiento o FGLM (de J.C. Faugere,
P. Gianni, D. Lazard, T. Mora [FGLM93]) para ideales cero dimensiona-
les. Dichas técnicas aprovechan la estructura lineal en el caso cero dimen-
sional (ver seccién 1.6) para calcular una base de Grobner de un ideal
para cierto orden monomial, supuesta conocida una base de Grébner del
ideal para otro orden monomial distinto, mediante algebra lineal.

El siguiente lema cuya demostracién se deja como un facil ejercicio,
nos proporciona el primer ingrediente, una base de Groébner del ideal
sindrome:

Lema 3.10. El conjunto I de generadores del ideal sindrome I C
Fy[x,z,y] expresado en la ecuacion (3.6) son una base de Grébner de I
respecto del orden lexicogrdfico con

Y1 <1 ... <1Y <121...<12t <121... <1 Tp.

El unico inconveniente es que para realizar la descodificaciéon de Lous-
taunau-York hemos de calcular la base de Grobner respecto del orden
lexicografico dado por

T <2 <2 Tp <221 <200 =22t <2Y1 <20 <2 Yp.
Dado que F' es una base de Grobner la aplicacion

r:Fyx,z,y] — Fyx,2,y]|/]
—F
f — f<1—}—f,

es un homomorfismo de espacios vectoriales (ver seccién 1.6). Ademads
una base de dicho espacio vectorial son todos los monomios de la forma

t
Hyaizbia Ogazgq_27oéblgna
=0
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y la dimensién de Fy[x, z,y]/I como F-espacio vectorial es (n+ 1)(q —
1)*. Ordenemos ahora los monomios de Fy[x,z,y] conforme al orden
monomial <», cualquier monomio x2zPy® es o bien reducido respecto
de F', o bien un multiplo de un término lider de F'. Por lo tanto, cualquier
polinomio f = >"" o;x2zPiy% con término lider x2zP»y® respecto

a <2y (00,...,0,) € F estd en el ideal [ si y sélo si
14 14
T(Z oix2igPiyCi) = Z oir(x2izPiy®) = 0. (3.16)
=0 i=0

Esto es, el problema de encontrar qué términos lider respecto del orden
monomial <5 se reduce a calcular un elemento o en el nicleo de una
matriz (v+1) x (n+1)¢(g—1)¢, ademds, como el ideal es cero dimensional,
hay sélo un ntimero finito de sistemas a resolver. También si incluimos un
término lider no tenemos que considerar ya sus multiplos (ver el artiulo
original [FGLM93| para un estudio mas detallado). Este procedimiento
se puede llevar a cabo algoritmicamente como sigue:

Algoritmo 3.11 (FGLM Loustaunau-York).

Input: F base de Griobner respecto <1 y un orden monomial <.

Output: G base de Grébner reducida de (F') respecto <.

1: LPP « ||, G « [], Mbasis « ||

2: PowerProducts « [], x(;y « 1

3: while x(; # null do

4. if X no es divisible por algin elemento de LPP then

5 r(x() < Xo)°
6: if si existe una relacion lineal v(x(;)) = Zr(x(j>)eMbaSis air(x(j)
then

7 9i < X(@) — ZT(X(j))EMbaSiS Ujr(x(j))7

8: G — 9, G,

9: LPP « [x;), LPP]
10: else
11: Mbasis « [[x(),7(X(;))], Mbasis],
12: InsertNext(x; ).

13: end if
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14: X(;) < NextMonom.
15:  end if
16: end while

Donde las variables locales son

s PowerProducts: lista de términos a ser considerados ordenados
respecto al orden monomial <.

» LPP: Lista que contiene los términos lider de G.

= Mbasis: Lista de pares [x(;),7(X(;))] donde x(;y es un elemento de
la base de Fy[x,z,y]/ (G)

y las subrutinas

= NextMonom: Elimina el primer elemento de la lista PowerProducts
y retorna “null” si queda vacia.

= InsertNext(x(;)): Anade a la lista PowerProducts los productos
TIX(j)y - s TeX(i)s Z1X(3)y -+ 2X(i)s Y1X(3)y -+ YtX() Y los ordena
respecto <a.

Para nuestro propédsito no es necesario calcular la base de Grébner
completa pues solo estamos interesados en G, esto es, se puede modificar
InsertNext de forma que no incluya en la lista aquellos monomios que
contengan algiin y;. Otras mejoras pueden incorporarse cuando el cuerpo
base es Fa (ver [LY97, Yor94]). La complejidad del algoritmo anterior es
O((n + 1)3t+1),

3.2. Cddigos de evaluaciéon sobre variedades afi-
nes

J. Fitzgerald y R.F. Lax en [FL98] proponen la siguiente construccién
de cédigos de evaluacién. Consideremos un ideal I C Fyfzi,..., 2] v
consideramos el ideal

I,=1+ (! —z1,..., 27 —z4). (3.17)

La variedad V(1) corresponde a los puntos F4-racionales de la variedad
V(I) y claramente I, es un ideal de dimensién cero (pues contiene a



Descodificacién y eliminacidn 75

] —x1,...,2d — x5) y radical. Sea
V(Iq) :{PlaP277Pn}a (318)

la aplicacién de evaluacién

ev:Fylzq,... x6]/1y — P
f1q s (f(P), [(P2),..., f(Pyn) (3.19)

es un isomorfismo de F-espacios vectoriales.

Definicién 3.12. Sea L un F4-subespacio vectorial de Fylxy, ..., x4]/1.
Definimos el codigo de evaluacion C(1Iy, L) sobre la variedad afin V(1)
como la imagen de L por la aplicacion ev en la ecuacion (3.19).

Ejemplo 3.13. Sea I = (z77! — 1) C Fy[x], (esto es Iy =1), y
L=spang {1+ L,z +1,2° +1,...,2" + I} C Fylz]/I.
C(I,L) es el cédigo Reed-Solomon de dimension k sobre Fy.

Una observacién importante es que la clase de cédigos que acabamos
de definir incluyen todos los codigos lineales:

Teorema 3.14. Todo cddigo lineal C sobre el cuerpo F, puede ser re-
presentado como un cédigo de evaluacion sobre una variedad afin.

Demostracion. Consideremos una matriz generatriz de C dada por G =
(gij),i=1,...,k, j=1,...,n. Sea s un entero tal que ¢° > n y tome-
mos un conjunto de n puntos P = {Py, P»,..., P,} CF; con

P; = (pj1,pj2; - - -+ Djs)-

Consideremos I = Z(P) C Fy[z1,...,z,]. Los polinomios

S

Xj(xlv"'aws):H(l_(xl_pjl)q_1)7 J=1...,n (320)
=1

cumplen (ver [DGMT70])

0si PeFs\ {P;}
. _ q J
Xi(P) {1siP:Pj ‘
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Consideremos las clases de equivalencia x; + I, € Fy[z1, ..., x|/, para
j=1,...,n y construimos

n
fi+Iq = Zgij (Xj+Iq) € Fq[xl,...,xs]/fq, 1=1,...,k.
j=1

Si tomamos L = spang_{f; + Iq}f:1 se tiene C = C(1y, L). O

En la demostracién hemos hecho referencia al calculo del ideal I =
Z(P) para un conjunto de puntos P, un algoritmo para dicho célculo
puede encontrarse en [MB82].

3.2.1. Descodificacion mediante bases de Grobner

Consideremos el cédigo dual C = C (I, L)+ de un cédigo de evaluacién
sobre la variedad afin V(1) con

I = <91792, e ,gm> C Fq[$1, e ,.’I]s]
L = spang {fi+1qg,..., fr + 1o}, fi €Fglar,. . ms),i=1,...0r
V(Iq) = {Pl,PQ, . ,Pn} C FZ

Consideremos que hemos recibido la palabra y = (y1,...,ys), su sindro-
me s viene dado por

n
= S (P, =1 (321
j=1
Siy =e+cdonde c € Cy w(e) =t entonces
n
si=» efi(P), i=1,...,r (3.22)
j=1
Consideremos el anillo de polinomios (notar ahora que eq,...,e; son
indeterminadas)
T =Fg[z11,... @15y Tt1s .., Tes, €15 - -, €] (3.23)

y los polinomios en T’

t
hi:Zejfi(l'jla---,xjs)_sia 1= 1,...,7“ (324)
j=1
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donde los s; € Fy son las coordenadas del vector sindrome. Consideremos
el ideal

Ey = <<gl(§cj1, . ,a:js),hi,e?_l - 1>>q (3.25)

coni=1,...,r,j=1,....,t vyl =1,...,m. Notese que a pesar de la
notacién FEy el ideal es igual para todas las palabras de igual sindrome,
esto es depende del sindrome.

Teorema 3.15. Si han ocurrido exactamente t errores (t la capacidad
correctora del cddigo) en las posiciones correspondientes a P, wvalores

de error ei; J = 1,...,1 entonces existen precisamente t! puntos en la
variedad V(Ey) correspondientes a
{ (Pig(l), e Py iy eig(t)) }Ue& (3.26)

donde S es el grupo simétrico de orden t.

Demostracion. Dada la simetria de los polinomios en FEy es claro que
los puntos del conjunto en (3.26) estan en V(Ey). La existencia de otro
punto en la variedad no contenido en (3.26) contradice el hecho de la
existencia de un unico vector error e de peso t. O

Consideremos ahora el orden monomial <; que extiende el orden le-
xicografico
T11 <1 T12 <1 ... <1 T1s <1 €1

en las variables x11,x12,...,%1s,€1 ¥ Sea <o cualquier otro orden mo-
nomial en el resto de las variables. Dados dos monomios en T los des-
compondremos como M; Ny y MsNo, donde My, My involucran sdlo las
variables x11, x12,...,T1s,€1 y N1, N2 el resto de variables. Definiremos
el orden de eliminacién < (para las variables z11, z12,...,Z1s,€1) COMO

My <1 My

MiNy < MaNy <= { Si My = M5 entonces N1 <3 Na.

(3.27)
Teorema 3.16. Sea G una base de Grobner para el ideal Ey respecto

del orden monomial definido en (3.27) Se pueden calcular las posiciones
del error y sus valores aplicando la eliminacidén en Ey sobre las variables

Z11,%125---,T1s,€1-
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Demostracion. Consideremos los ideales de eliminacién

J = EyﬁFq[.’EH,Cﬂlg,...,:Els,el]

J; = EyﬂFq[:EH,xlg,...,l‘li], 1=1,...,s.
El conjunto GﬂFq[:pn, T12,...,T1s,€1] es una base de Grobner del ideal
J respecto del orden <; (ver [AL96] Capitulo 2) y por lo tanto G N
F,lx11,%12,...,21;] es una base de Grobner del ideal J; respecto del
orden <j paracadai=1,...,s.

Consideremos {g1(x11)} = G NFy[z11] el generador del ideal princi-
pal J;. Las raices del polinomio g; son las primeras coordenadas de los
puntos en V(Ey). Sustituyendo cada una de dichas coordenadas en el
conjunto G N Fq[xn,mlg} obtenemos polinomios en la variable x15 que
podemos resolver y asi podemos continuar el proceso hasta encontrar to-
das las coordenadas correspondientes a las variables x11,x12,...,Z1s, €1
para cada punto en V(Ey). O

Ejemplo 3.17 ([FL98]). Sea I = (y* +y — ) C Falz,y] y F4 = Fa[a]

con a® = a + 1. Los puntos de la variedad V(I) son

P =(0,0), P,=(0,1), P3=(l,a), P;=(1,a2),
Ps = (,a), Ps=(a,a?), Pr=(a?a), Ps=(a?a?).

Consideremos el subespacio vectorial
L =spang, {1+ I,z + L,y + Ly, 2> + Iy, zy + s} .

Una matriz de control para el cédigo C = (L, I4)* es

111 1 1 1 1 1

001 1 a a o o
01 a &> a o> a o
001 1 o2 &> a «a
00 a o> a2 1 1 «

y su distancia minima es 5. Si hemos recibido el vector y = (0,0,1,0,0,
@,0,0) su sindrome es s = (a2, a,?,0,0). Consideremos el ideal Ey en
Fylz1,y1, %2, Y2, €1, €2] generado por los polinomios

4 4 3 4 4 3
Ty —x1,Y] —Y1,€] — Lxg —x2,Yy — y2,€5 — 1,

2 3 92 3
Y1+ —27,Y3 +y2 — Ty,

2 2 2 2
€1+ e —a’,e1x1 + eaxa — o, e1y1 + exys — a, e1x] + exx;,

€e1T1Y1 + e2T2y2.
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Una base de Grébner de Ey para el orden lexicogrdfico que extiende el
orden x1 < y1 < e; < Tg < Yy < €9 €s

G = {x%+a2x1+a,y1+a:v1,61+x1,x2+x1+a2,
Yo +azy + 1,es + a1 + 0}

Las primeras coordenadas de los puntos que localizan el error son las
raices del polinomio x3 + ox1 + « que son 1 y a. Sustituyendo las
raices en el polinomio y1 + ax1 se obtienen las seqgundas coordenadas o
y o respectivamente, esto es corresponden a P3 y Ps. Finalmente, de
la ecuacion ey + x1 se obtiene que el valor del error en cada punto es la
primera coordenada del punto.

3.2.2. Calculo previo de los localizadores de errores

El algoritmo de descodificacién anterior dista mucho de ser practico
pues requiere el cdlculo de una base de Grobner para cada sindrome dis-
tinto. Para evitar este problema J. Fitzgerald y R.F. Lax en [FL98] pro-
ponen anadir nuevas variables sq,..., s, al anillo de polinomios corres-
pondientes a los sindromes. Ahora el cdlculo de la base de Grébner es
mas complejo (al ser un anillo de polinomios “mayor”) pero tiene la
ventaja de realizarse una tunica vez.

Con la notacién de la seccién anterior consideremos el anillo de poli-
nomios

T =T[s1,...,5/] (3.28)

donde T es el anillo de polinomios definido en la ecuacién (3.23). Con-
sideremos los polinomios en 7°

t
hi:Zejfi(l‘ﬂ,...,l‘js)—si, iZl,...,’l“ (3.29)
j=1
donde, a diferencia de en la ecuacién (3.24), ahora s; i = 1,...,r son
indeterminadas y, analogamente a la seccién anterior definimos el el ideal
E = <<gl(£€j1,...,xjs),hi,egil — 1>> cT (330)
q
coni=1,...,r,j=1,...,tyl=1,...,m. Andlogamente a la discusién

de la ecuacién (3.9) en la seccién 3.1 podemos ver la variedad V(€) como
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la unién de las variedades V(FEy) para los distintos sindromes del cédigo
correspondientes a errorres de peso t.

Sea <5 un orden monomial cualquiera en las variables si,...,s, y
< el orden monomial definido sobre T' en la ecuacién (3.27). Dados
dos monomios en 7 los descompondremos como M1 Ny y MsNy donde
M, M5 involucran sélo las variables s1,...,s, y N1, Ny son monomios
en T'. Definiremos el orden monomial sobre 7 <’ como

My <5 Mo

Si My = My entonces N1 < Ns. (3.31)

MiN; <" MyNy <— {

Teorema 3.18. Sea G una base de Grébner para el ideal £ con respecto
del orden monomial <’ definido en (3.31) y supongamos se han cometido
exactamente t errores. Se pueden calcular las posiciones del error y sus
valores sustituyendo el valor del sindrome en las variables s1,...,8,. y
posteriormente utilizando eliminacion.

Demostracion. Consideremos los ideales de eliminacién

J = SﬁFq[sl,...,sr,xu,xlg,...,xls,el]
J; = EﬁIE‘q[sl,...,sr,xn,xm,...,mu],z':l,...,s
Jo = ENFyls1,....s]

De forma similar a la demostraciéon del teorema anterior El conjunto
GNFy[s1,...,8r,211,%12, ..., %15, €1] €s una base de Grobner del ideal J
con respecto del orden <"y GNFy[s1,. .., Sp, T11, T12, . - ., £15] €S una base
de Grobner del ideal J; respecto del orden <’ para cada i =0,1,...,s.

Si sustituimos las variables s1, . . ., s, por las coordenadas de un sindro-
me (correspondiente a un error de peso t) estamos obteniendo una solu-
ci6én parcial en V(Jp) de un punto de V(&). Como el ntiimero de soluciones
es finito la proyeccién de V(&) sobre las variables sy, ..., s, 11, 12, - - - ,
Z1s,e1 es V(J) y sobre las variables s1,...,s,, 211, %12, ..., 21; es V(J;).
Se sigue, como en la demostracion del teorema anterior, que la solucién
parcial se puede extender a todos los puntos en V(&) que se encuentran
sobre ella (ver [CLO97|, pag. 122-123). O

Ejemplo 3.19 ([FL98]). Dado el mismo cédigo que en el ejemplo an-
terior el ideal £ en Fy[s1, sa, 83, S4, S5, T1, Y1, T2, Y2, €1, €2] generado por
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los polinomios

4 4 3 4 4 3
{1 — 1,1 —y1,€1—17$2—$2792 _y2762_17

2 3 .2 3
Y1 +y1 — 21, Y5 + Yo — T,
2 2
€1+ e — S1,e1x1 + e2T2 — S2,€1y1 + €2Yy2 — S3,€1X7] + €275 — Sy,

e1T1Y1 + e2x2y2 — Si

nos permite corregir cualquier combinacion de dos errores. Una base de
Grobner calculada con Macaulay (ver [FLI8]) para el orden <’ donde
<s Yy <2 se toman el orden monomial graduado reverso lexicogrdfico
contiene 119 polinomios. Una inspeccion detallada de los mismos lleva
a poder descodificar el codigo.

Nota 3.20. Como el lector se habrd dado cuenta, el método anterior se
convierte en altamente impracticable por la base de Grébner a calcular
(recuérdese que la complejidad de dicho cdlculo es doblemente exponen-
cial). El método teorico es similar al de la seccion 3.1 , pero al generali-
zarse a un codigo lineal cualquiera no pueden utilizarse técnicas FGLM
al mo conocerse una base de Grébner a priori del ideal como ocurre en
el lema 3.5 para los codigos ciclicos.

3.3. Transformada de Matson-Solomon (x)

El lector habra comprobado en la descodificacién de los cédigos cicli-
cos mediante eliminacién que la transformada discreta de Fourier y el
hecho que el cédigo sea un ideal (no sélo un espacio vectorial como en
el caso de los cédigos de evaluacién) forma parte importante del método
de descodificacién. En esta seccidon generalizaremos ambos conceptos y
estudiadremos los c6digos definidos como ideales de un dlgebra semisim-
ple en cuyo caso el papél jugado por la transformada discreta de Fourier
correrd a cargo de la transformada de Matson-Solomon.

3.3.1. Cbdigos semisimples

La mayor parte de esta seccién se puede encontrar en [Mar07]. En toda
esta seccién A serd un dlgebra semisimple conmutativa de dimensién
finita sobre IF,. Como F, es perfecto el dlgebra es separable, esto es el
polinomio minimo m,(z) de a € A no tiene raices multiples.
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Definicién 3.21. Un cddigo semisimple sobre A es un subdlgebra de A.

Ejemplo 3.22. Un cddigo ciclico puede ser visto como una subdlgebra
de
Ar = Fyfz]/ (2" = 1)

con med(n,q) = 1.

Citaremos ahora varias propiedades relativas a A, para una descrip-
cién detallada ver [Chi95, Mar04]. Sea B = {b; = 1,...,b,} una base
de A y consideremos su tabla de multiplicaciéon dada por

bibj = mip(b;, B)by 1 <ijk<n, mg(b;,B)€Fy (3.32)
k=1

Los polinomios en el anillo Fy[zq, ..., zy]

n
F= {ivzib‘j —m;,1(b;, B) — Zmak(bp%)iﬂk} U{z1 -1}
k=2 2<i<j<n
(3.33)
se denominan polinomios estructurales del dlgebra A.

Proposicién 3.23. Sea A un dlgebra semisimple conmutativa de di-
mension finita n sobre Fy y I el conjunto de polinomios estructurales
del dalgebra A, entonces

A=ZTFylz,. .. zn]/1 (3.34)

donde I es el ideal generado por F'. Ademds, F' es una base de Gribner
de I respecto de un orden monomial compatible con el grado total y el
ideal I es radical y cero dimensional.

Una demostracion de la proposicién anterior puede encontrarse en
[Mar04]. El hecho de que los polinomios en F' sean una base de Grobner
se sigue de forma ficil de su estructura. Es importante recalcar que la
base de Grobner se obtiene directamente de la tabla de multiplicacién
del élgebra y que para calcular cualquier otra base de Grobner (o para
calcular la tabla de multiplicacién respecto de otra base del dlgebra) se
pueden utilizar técnicas FGLM [FGLM93] similares a las empleadas en
el algoritmo 3.11 (ver [Mar04] para una discusién con mayor detalle).
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Ejemplo 3.24. Consideremos el siguente dlgebra sobre el cuerpo Fs
Az = F5[$, Y, Z]/‘] (335)
donde el ideal J es

J={(z+y+z+1L, 2 +y+2+1,y2>+223 +yz+ 22—y,

3.36
A —y+1) (3:36)

Notar que por conveniencia los generadores de J forman una base de
Gréobner con respecto del orden graduado reverso lexicogrdfico con x <
y <z yJ esta generado por

{(z=3)(z—-1)(z—4),y* —z,24+z+y+1}.

Esto no es el caso general y el dlgebra suele estar presentado mediante
una tabla de multiplicacion.

Una base de Ay como espacio vectorial sobre F5 (ver capitulo 1, seccion
1.6) viene dada por

By = {xl =1,290 = 2,03 = 2%, 04 = yz, 05 = 2,26 = y} (3.37)
y los polinomios estructurales del dlgebra As son

Fy ={z; — 1,23 — (2@ — 224 + 223 — T + x5 — 2),
xoxs — (229 + 224 — 203 + 26 — 5 + 1),
xoxy — (229 + 223 + 6 + 275 + 2),
T2x5 — (—x2 + 2w4 + 26 — 1), 2276 — (272 — 274 + 73 + 276 + 2),
:1:% — (—xo +2x4 + x5 — 1), 2304 — (—222 — 224 + 23 + 226 + 2),
x3x5 — (22), x3x6 — (—2w2 — T4 — T3 + X6),
23 — (z9 + x4 — T6), Tax5 — (—229 — T4 — T3 + Tg),
x4x6 — (—x4 — X3 — 555),1’% — (z3)
w526 — (4), 28 — (—15 — 16 — 1)}

(3.38)

En este caso los elementos entre paréntesis corresponden a las formas
normales de los productos de la base en (3.37) respecto de la base de
Grébner en (3.36).
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Tomemos la variedad V(I) = (P, P, ..., P,), esto es, las raices comu-
nes de los polinomios en F' (notar que se encontrardn en alguna ex-
tensién algebraica F de ;). Les denotaremos como vectores fila P; =
(pi1s - -+, pin). Definimos la matriz de Mattson-Solomon asociada a la
situacién descrita como

P11 ... Pin
M= P21 P2n (3.39)
Pn1 .-+ Pnn
M es una matriz no singular y para cada a(x) € Flxy,...,x,)/I, la

aplicacién
© :Flzy,...,zpn|/] — Flzy, ..., z0]/1

definida por

[©(a)](x) =D a(P)a; (3.40)

i=1
es la transformada de Mattson-Solomon. Si o es la multiplicacion de po-
linomios médulo el ideal I y x es el producto componente a componente

<Z aixi) * (Z bixi) = (Z aibiaci)

entonces © : (Flzy,...,z,]/I,+,0) — (Flz1,...,2,]/I,+,%) es un iso-
morfismo de anillos (ver por ejemplo [Chi95]).

La base de monomios asociada a un orden compatible con el grado
total del ideal I = (F) son {z1,x2,...,z,}, por lo tanto, los elementos
de Flz1,...,2,)/I se pueden escribir como " | a;z;, y la transformada
de Mattson-Solomon es equivalente al producto de matrices M-a’ donde
a=(ag,...,ap).

Ejemplo 3.25. Esta construccion es andloga a la de los cédigos ciclicos
presentada en el capitulo 2 seccion 2.4. En aquel caso M era la matriz
de Fourier

M = (O‘ij)gi,jgn

con « una raiz primitiva n-ésima de la unidad.
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Ejemplo 3.26. En el caso del ejemplo 3.24 la matriz de Mattson-
Solomon es

1 3 4 2 2 1
1 4 1 1 4 4
1l o 4—2a 24+a 1—« o
Ma = 1 4a 4420 2—a 1l4+a —« (3.41)
1 2 4 1 3 2
1 3 4 1 2 3

donde o es una raiz de x> 4+ 2 y F5(a) = Fs.

Podemos escoger una matriz de control de un codigo semisimple H
seleccionando alguna de las filas de M (no aleatoriamente). Por ejemplo,
si transformamos F' a un orden de eliminacién de la variable x; pode-
mos calcular el polinomio minimo m(x;) para z; cuyas raices son los
elementos de la columna de M que corresponden a x;.

Més formalmente, si F es una extensiéon de F,, y tenemos una fac-
torizacién del polinomio m(x;) = f1- fa-...- fs en F[z;], si una fila
correspondiente a un valor v en la entrada ¢ se incluye en la matriz de
control H, entonces existe un j 1 < j < s tal que f;(v) = 0y todas las
filas cuya entrada ¢ corresponda a raices de f; debe ser también incluida
en H.

Ejemplo 3.27. Consideremos la base de Grobner Fy en el ejemplo 3.24
y Gs una base Grobner para (Fy) en un orden lexicogrdfico con xz <
iy 1 # 2,1 <i<n, y consideremos el ideal de eliminacion

(ms(z5)) = Fs[zs] N Gs
Se tiene que
ms(25) = (25 + 1) (x5 + 2) (w5 + 3) (22 + 325 + 3) en Fs[za).

Esto es, si la primera fila de la matriz Ms se incluye en la matriz de
control H también debe ser incluida la tltima pues ambas corresponden
al factor x5 —2. Tenemos la misma situacion con la tercera y cuarta fila
correspondientes al factor 2 + 3z5 + 3. En una extension F(a) de Fo
con « raiz de x% + 3x5 + 3 estas dos ultimas filas se pueden separar.
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En el caso de tener un elemento separador en la base del dlgebra A,
es decir, un elemento cuyo polinomio minimo factoriza completamente
en factores lineales, podemos elegir cualquier combinacién de columnas.
Obsérvese que ésto siempre es cierto si permitimos que el cddigo esté so-
bre una extensién del cuerpo F, suficientemente grande.

3.3.2. Ideal generador de un cédigo semisimple

En esta seccién generalizaremos la idea de polinomio generador y po-
linomio de control para un cédigo ciclico al caso semisimple. Esto nos
permitird manipular los cédigos semisimples sin necesidad de calcular
su matriz de Mattson-Solomon.

Sea F una extensién de cuerpos de F, y consideremos la variedad V(I")
donde I" = I(F") es el ideal generado por

FI:Fu{g(xh)""ag(xis)}? (3.42)

con F' la base de Grobner en (3.33) asociada al algebra semisimple A
y g(xi;)Img(x;;) un divisor del polinomio minimo del elemento b;; € A
correspondiente a la variable z;; 1 < i; < n. Esto es, V(I') contiene
(como puntos) las filas de alguna matriz de control H de un cédigo
sobre A. Sea C el cédigo en

A=Flxy, ... x,)/1

cuya matriz de control es la submatriz de la matriz de Mattson-Solomon
de A dada por los puntos de V(I') que llamaremos variedad de control.
Llamaremos ideal generador Ic del cédigo C al ideal generado por

Fe = FU{gi(wi)}i (3.43)

donde g;(x;)|mr(z;) el polinomio minimo de x; (nétese que puede que
gi(x;) sea el polinomio minimo para algin valor de 7).

Como en la teoria de cédigos ciclicos consideramos los codigos defini-
dos por la preimagen por la aplicacién © de una subélgebra formada por
aquellos elementos que se anulan en algunas posiciones prefijadas en en
codominio de Mattson-Solomon (véase seccién 2.3.3). Esto nos permite
poder definir cotas del tipo BCH (véase [Mar07]).
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Ejemplo 3.28. Sea Ao el dlgebra en el ejemplo 3.24. Los polinomios
minimos para los elementos de la base (3.37) sobre F5 son:

(w2) =(x2 + 1) (22 + 2) (22 + 3) (23 + 2)
(z3) =(x3 + 1) (23 + 4) (22 + 223 + 4)
m(zy) =(z4 + 3) (24 + 4) (2] + 24 + 1) (3.44)
(w5) =( ) )
(w6) =( ) )

x5+ 1) (z5 + 2) (25 + 3) (22 + 325 + 3)
ze + 1)(xg + 2 113‘6—1—3)(1'64-4)(1‘%—1—2)

Sea C el cddigo con ideal generador
Foe=FU{(xz¢+1)(x6+2)(x6+3)(x6 +4),(z3+ 1)}

Mediante técnicas FGLM se puede calcular una base de Grobner con
respecto a un orden lexicogrifico (véase [Mar04])

IC:<£L‘4—2£L‘5—2$6—1,$3+1,$2—2$4—x6—|—2 (345)
xl—1,$§—{—x5+x6—|—1,x5x6—x4,x§—|—1> '

por lo tanto la matriz de control de C corresponde a las filas 1,5 y 6 de
la matriz My del ejemplo 3.26. Nétese que la eleccion de los gi(z;) no es
tnica, por ejemplo F' U {(x2 4+ 1)} define el mismo cddigo. Sin embargo
el ideal 1o es tinico.

3.3.3. Codificacién y descodificacion

Una construccén para un codificador sistematico de un cédigo semi-
simple C puede hacerse como sigue (véase en [Lit98] una construccién
similar). Sea G una base de Grobner de I¢ generado por Fp para un
orden compatible con el grado total < y el conjunto

AZ(I) = {x* monomio en Fy[x1,...,xy,] | x* no es polinomio lider en I} .

1. Las posiciones de la informacién son los monomios en A(I) \

A(le).
2. Las posiciones de control corresponden a A (I¢).

3. Para codificar c € C
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» Input: ¢ una combinacién lineal de elementos de A-(1) \
A< (le).
= Calcula w = <.
s Output: c — w.
Ejemplo 3.29. Consideremos el cddigo dado por Ic en (3.45). A(I)\

A< (Ie) = {2, x3,24}. Si queremos codificar ¢ = 3xg + 33 + 224 calcu-
lamos

3x2+3x3+2m4g:x5—x6—1

y la palabra correspondiente es x1 + 3xg + 3x3 + 2x4 — x5 + 6. (pues
r1 = 1).

Dado un cédigo semisimple C definido mediante su ideal generador I¢
tenemos que si hemos recibido la palabra r = " | r;z; los sindromes
de r son

S5 = ZTini (346)
i=1

donde j recorre las filas permitidas de la matriz de Mattson-Solomon
(esto es, la variedad V(I¢)). Supongamos han ocurrido ¢ errores y sea G
una base de Grobner de Io. Consideremos los polinomios

t
fi=> ym—z
=1

m

y oj = z;’f’ —Zj, A\ = yf’_l — 1 para indices adecuados dependiendo de

la extension de cuerpos donde se defina C. El conjunto de polinomios
{fj’o-j7)\i}i,j UG (347)

define el analogo a la variedad sindrome para el caso de codigos semi-
simples.
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Capitulo él

La ecuacion clave

En el capitulo 2 presentamos un método para descodificar cédigos
BCH mediante sucesiones recurrentes, el método de Berlekamp-Massey.
Ademsds, probamos que los polinomios sindrome, localizador y evaluador
del error verifican una ecuacion denominada ecuacién clave.

En este capitulo presentamos una solucién de la ecuacién clave, utili-
zando bases de Grobner sobre médulos, y mostramos como dicha solu-
cién nos permite descodificar cédigos BCH. Este método de descodifica-
cién fue desarrollado por P. Fitzpatrick [Fit95, Fit97].

Presentamos la estructura algebraica denominada médulo, puesto que
trabajaremos con médulos definidos sobre un anillo de polinomios. Exis-
te una fuerte analogia entre las bases de Grébner en anillos y las definidas
en médulos sobre un anillo de polinomios; este fenémeno nos va a per-
mitir obtener los resultados de forma inmediata, una vez definidos los
conceptos asociados a las bases de Grobner para moédulos.

La solucién de la ecuaciéon clave de P. Fitzpatrick tiene una comple-
jidad similar a la del algoritmo de Berlekamp-Massey. La solucion de la
ecuacién clave (E(X),L(X)) serd el elemento minimo de una base de
Grébner en Fy[X]? con respecto a cierto orden monomial.

Este capitulo sigue en parte los capitulos 5 y 9 de [CLOO05] y [Fit95,
Fit97).

89
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4.1. Bases de Grobner sobre modulos

Definicién 4.1. Un mddulo M sobre un anillo A (conmutativo con
elemento neutro) es un conjunto dotado de una operacion + y una mul-
tiplicacion escalar que verifican las siguiente propiedades

1. (M,+) es un grupo abeliano.
2. a(f+g)=af +ag
3. (a+b)f =af +bf
4. (ab)f = a(bf)
5. 1f=f
para todo a,b € R, f,g € M.

Ejemplo 4.2. El ejemplo mds sencillo de mddulo es A™, siendo A un
anillo.

Como a lo largo de las notas, R = K[zy,...,z,] = K[x] es el anillo
de polinomios sobre el cuerpo K. En esta seccién trabajaremos siempre
con moédulos definidos sobre el anillo de polinomios R, concretamente
con R™, m > 1, y sus submoédulos.

Consideramos notacién multiindice, es decir x* = 27" --- 2 en
K[z1,...,2,] = K[x], con a = (a1, ...,as). Ademds, usaremos negrita
para los elementos de R™. Para saber si estamos considerando un ex-
ponente de x en notacién multiindice o un elemento de R™, fijamos la
siguiente notacion: f, g para elementos de R™; a, b para polininomos de
R; a, B, v (en notacién multiindice x%, xP ,x7) para los exponentes de
los monomios de R; y ¢ para los elementos de K. Ademads, indicaremos
en cada momento si cada simbolo representa un elemento de R™, R o
K.

Un submoédulo de un médulo M sobre R es un subconjunto de R™
que es cerrado para la suma y el producto por elementos de R, es de-
cir, aquellos subconjuntos que son médulos en si mismos. Denotamos
por (f1,...,fs) C M el submédulo generado por fi,...,fs, es decir, el
conjunto de combinaciones lineales de la forma aif; + --- 4+ asfs, con
ai,...,as € R.
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Una base de un médulo es un conjunto de generadores linealemente
independientes. Un espacio vectorial siempre tiene una base, en cambio,
para modulos esta propiedad no se cumple en general. A los moédulos
que tienen base se los denomina libres. Por ejemplo, R™ es un moédulo
libre, una base -denominada base estdandar de R™- es e; = (1,0, ...,0),
e; =(0,1,0,...,0), ..., e =(0,,...,0,1).

En esta seccién introducimos los érdenes monomiales en los anillos
libres R™, m > 1, y las bases de Grobner para submédulos M C R™.
Al igual que en el caso de anillos e ideales, presentado en el capitulo 1,
las bases de Grobner permiten resolver el problema de pertenencia a un
submédulo, es decir, cudndo f € R™ pertenece a M C R™, y dar un
sistema de generadores que se comporta “bien” para la divisiéon.

El proceso para desarrollar bases de Grobner en R™ serd dar una
definicién “adecuada” de monomio y orden monomial (y sus conceptos
asociados). Una vez que se tengan estos dos conceptos el resto de defini-
ciones y resultados se obtendra de forma inmediata por su analogia con
las bases de Grobner de ideales en anillos.

Definicion 4.3. Decimos que m € R™ es un monomio si m = x%e;,
conx*, 1€ {l,...,m}.

De esta forma todo elemento f € R™ se escribe de forma tinica como
combinacién K-lineal de monomios. Cada sumando de la combinacién
lineal, es decir, el producto cm de un elemento de K por un monomio
se denomina término y ¢ € K se denomina coeficiente.

Sean m = x%e;,n = xﬁej dos monomios. Decimos que n divide a
m, y lo denotamos por njm, si i = j y 2% divide a x®. Por tanto, el
cociente m/n = x*# es un elemento de R. En este caso, el méximo
comin divisior y el minimo comin miltiplo de m y n, med(m,n) y
mcm(m, n), son med(x®,x%) - e; y mem(x®,x”) - e; (respectivamente).
En caso contrario (i # j), se definen el méximo comun divisor y el
minimo comun multiplo como 0.

Al igual que con anillos e ideales, para desarrollar la teoria de bases
de Grobner sobre médulos necesitaremos definir érdenes monomiales,
construir el algoritmo de divisién y extender el algoritmo de Buchberger
para moédulos.

La definicién de orden monomial en R™ es la extensiéon natural de la
defincién para anillos (ver definicién 1.4), para m = 1 ambas definiciones
coinciden.
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Definicion 4.4. Un orden monomial sobre los monomios de R™ es un
orden total < que verifica:

1. e; < x%e; para todo monomio X% de R distinto de 1. Esta condi-
cion es equivalente a que < sea un buen orden.

2. Si dos monomios de R™ wverifican m < n entonces x'm < x'n
para todo monomio X7 de R.

Los dos 6rdenes monomiales habitualmente utilizados en R™ son una
extension de los érdenes monomiales de R. Para ello debemos considerar
un orden monomial en R (ver 1.7 y 1.8) y fijar un orden en la base
estandar de R™, nosotros consideraremos e; > €y > - -+ = €p,.

Definicién 4.5. (Orden TOP-Term Over Position, término sobre la
posicion). Sea < un orden monomial en R y sean x“e; y xﬁej dos mo-
nomios de R™. Decimos que X*€; >=Top xﬁej si x> xP, 0 si x* =x"
yi<j.

Definicién 4.6. (Orden POT-Position Over Term, posicion sobre el
término). Sea < un orden monomial en R y sean x%e; y xﬂej dos mo-
nomios de R™. Decimos que x*e; »poT xﬁej st1 < 3,08 1=731Yy
x® = xP.

Ejercicio 4.7. Demostrar que los ordenes definidos en 4.5 y 4.6 son
ordenes monomiales.

Sea f € R™. Podemos escribir f como f = > ¢;m;, con 0 # ¢; € K.
Llamamos término lider de f con respecto al orden monomial < y lo
denotamos por 1t, (f) al término ¢;m; donde m; es el mayor monomio
que aparece en f para el orden monomial <. Analogamente, definimos
el coeficiente lider de f como lcy (f) = ¢; y el monomio lider de f como

Ejemplo 4.8. En este ejemplo comprobamos como, para un mismo ele-
mento, se tienen términos lideres diferentes para una extension POT y
TOP. Consideramos R?, con R = F,[z,y]. Sean

= 1 = (y%,2% — y) = yler + (22 — y)es € Fylr, y]?

s B = (22 +1,9%) = (22 + 1)e; +1%es € Fq[x,y]2
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Consideramos e1 > ez, el orden lexicogrdfico en Fylx,y] con x > y.
Entonces se tiene que

= It por(f1) = y2e1
Ity por(f2) = (xQ)el

= mem(y’er, (22 + 1er) = (2%y® +y%)er
En cambio, si consideramos la extension TOP, tenemos

- lt>TOP (fl) = (xz)eZ
= lt>TOP (fZ) = (xz)el

» mem((2? —y)ey, (22 +1)e;) =0

En R™ también se tiene un algoritmo de divisién que extiende el
algoritmo de divisién multivariable (ver proposicién 1.10 y algoritmo
1.11).

Proposicion 4.9. Sea > un orden monomial en R™ y sea fy, ..., f5 una
s-upla ordenada de elementos de R™. Entonces f € R™ puede expresarse
de la forma siguiente

f=aifi1 + - +asfs+r

donde a; € R y el restor € R™ es o bien 0, o bien una combinacion
lineal de monomios no divisibles por los monomios {Im(f;)}5_,.

Omitimos la prueba con su algoritmo debido a que es idéntica a la
presentada en el capitulo 1 (ver algoritmo 1.11).

Al igual que en anillos, el resultado de la divisién depende del orden
monomial elegido y de la ordenacién de la s-upla fi, ..., f;. El algoritmo
de division por si solo tampoco resuelve el problema de pertenencia a un
submédulo M = (fy, ..., f5), como muestra el ejemplo 4.10. Si al dividir
f por fy, ..., f; obtenemos resto r = 0 entonces f € M, pero el recipropo
no es cierto en general. Para tener el resultado reciproco necesitaremos
unos generadores especiales de M, la denominada base de Grobner de
un submodulo.
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Ejemplo 4.10. Consideramos el médulo Fylz,y)* y fi = (y*, 22 — y),
fo = (22 + 1,y3) como en el ejemplo 4.8. Sea f3 = (0,2* — 2%y + 22 —
y° —y) € Fyl,y]”.

Consideramos €1 > ez, el orden lexicogrdfico en Fyz,y] con x >y, y
la extension POT. La division de f3 por f1,fy produce

fs = 0f; +0f +r

donde r = f3 puesto que el término lider de f3 no es divisible por los
términos lideres de f; y de fs.
En cambio, si consideramos el orden TOP y dividimos f3 por fi,f5
tenemos que
f3 = (1‘2 + 1)f1 — y2f2 +0
2

y por tanto f3 pertenece al submddulo de Fy[z,y]* generado por {fi,f2}.

Definicion 4.11. Para un orden monomial < y un submddulo M C R™,
decimos que que el conjunto {fi,... . £} C R es una base de Grobner si

<lt>-(f1)7 te 7lt> (fs)> = <lt>(M)>

donde (1ts- (M)) es el submddulo generado por los términos lideres de los
elementos de M con respecto a <.

Todas las propiedades del capitulo 1 para bases de Grobner son vali-
das también para submddulos de R™ con idénticas demostraciones (una
demostracién detallada del primer apartado de la siguiente demostra-
cién puede encontrarse en [CLOO05], proposicién 5.2.3). En particular,
las bases de Grobner permiten resolver el problema de pertenencia a un
submédulo, proporcionando un sistema de generadores.

Proposicion 4.12. Sea < un orden monomial, G una base de Grébner
de un submodulo M C R™ y f € R™. Entonces se tiene que

1. M es finitamente generado, equivalentemente, los submddulos de
R™ werifican la condicion de cadena ascendente.

2. fe M siysolo siel restor de la division por G es cero.

3. G genera M como mddulo.
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Aunque se utiliza la terminologia de base de Grébner para el sistema
de generadores G anteriormente definido (por su analogia con el caso de
anillos e ideales), cabe destacar que G no es una base del submédulo
M en general, es decir, los elementos de una base de Grobner de M
son un sistema de generadores pero no tienen por qué ser linealmente
independientes.

Finalmente, extendemos el algoritmo de Buchberger de anillos (ver
seccién 1.4). Para ello definimos los S-polinomios y obtenemos el criterio
y el algoritmo de Buchberger.

Definicién 4.13. (S-polinomio) Sean f,g € R™ y < un orden mono-
mial. El S-polinomio de f y g es

SE8) =1 T (g

donde m = mem(Imy (f), Imy (g)).

Proposicién 4.14. (Criterio de Buchberger) Sea < un orden mono-
mial y sea M un submddulo de R™. Un sistema de generadores G =
{g1,...,8s} de I es una base de Grobner de M si y sélo si

oy G .. . .
S(gwg])>:07 1§’57¢7§37 27&]

donde para f € R™, f'f es el resto de la division de £ € R™ por G para
el orden monomial <.

La demostracion del resultado anterior es la misma que la del crite-
rio de Buchberger en anillos (proposicién 1.20). Ademads, tenemos un
algoritmo, completamente andlogo al de ideales, que calcula una base de
Grobner de un sumbddulo en un niimero finito de pasos .

Algoritmo 4.15. (Algoritmo de Buchberger)

Input: F = {fi,.... £} con M = ({£;};_,) distinto de cero y > un
orden monomial.

Output: Una base de Grébner para el modulo M con respecto al orden
monomial >.

1: G—F,G {0}



96 E. Martinez, C.Munuera, D. Ruano

while G # G’ do
G — @G
for cada par {f,g} C G’ con f # g do
s — SEe);
if S #0 then
G —GU {S}
end if
9: end for
10: end while

Ejemplo 4.16. Consideramos el médulo Fylx,y)*> y fi = (v, 22 — y),
fy = (22 4+1,93) como en los ejemplos 4.8 y 4.10. También consideramos
e1 > ey, el orden lexicogrdfico en Fy[x,y] con x >y, y el orden monomial
en Fylz,y)? que da la extension POT. Sea M = (fi,£2). El S-Polinomio
de f; y £y es

S(f1, ) = (2*)fy — v°fo = (—¢°, 2* — 2%y — )

Luego, como vimos en el ejemplo 4.10, {f1,f2} no es una base de

Grébner para <pot puesto que S(f1, f2)>p0T # 0. Siguiendo el algoritmo
de Buchberger, consideramos como generadores de M {f1, f5, S(f1,f2)}.
El lector puede comprobar facilmente que la clase de cada S-polinomio
de dos generadores es igual a 0, y por tanto {f1,fs, S(f1,£2)} es una base
de Grébner de M para =por.

En cambio, si consideramos la extension TOP del orden monomial en
Fylz,y]?, tenemos que

S(f1,f2) =0

puesto que mem(lmy . (f1),Imy . (£1)) = O (ver ejemplo 4.8). Por
tanto, siguiendo el criterio de Buchberger, tenemos que {f1,fa} es una
base de Grobner para >=Top.

Fijado un orden monomial, se pueden definir bases de Grébner mini-
males y reducidas de la misma forma que para ideales de anillos. Igual-
mente, se tiene que existe una tnica base de Grébner reducida para cada
orden monomial.

El siguiente resultado muestra cuando R™/M tiene dimension finita
como espacio vectorial sobre K para un submédulo M C R™.
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Proposiciéon 4.17. Sea M un submddulo de R™ y < un orden mono-
mial en M. El K-espacio vectorial R™ /M tiene dimension finita si y
sélo si para todo i € {1,...,m} y para todo j € {1,...,n}, existef € M
tal que lm, (f) = xYe;, para algin a > 0.

Demostracion. Sea G una base de Grobner de M para el orden <. Los
elementos de R"™/M son combinaciones lineales de monomios perte-
necientes al complementario de (lt, (M)), al igual que para ideales en
anillos. Y se tiene el resultado, puesto que el nimero de monomios en el
complmentario de (lt. (M)) es finito si y sélo si se verifica la condicién
del enunciado. O

Ejemplo 4.18. Sean R? = F,[X]? y el submddulo M = (X"e;, X’es),
con u,v enteros no nulos. Entonces R™ /M es un K-espacio vectorial de
dimension finita.

4.2. Solucion de la ecuacion clave

Sea C un cédigo BCH sobre I, de longitud n y distancia 6 = 2t + 1.
De la misma forma que en el capitulo 2, sea a una raiz n-ésima de la
unidad, y consideremos el c6digo determinado por las raices a, . .., a1,
En la seccion 2.4.2 hemos definido el polinomio localizador de errores
L(X) y el polinomio evaluador E(X) para una palabra recibida de un
codigo BCH. Estos nos permiten saber en qué posiciones ha ocurrido un
error durante la transmisién y cudl es el valor del error en cada posicién
(respectivamente).

Una vez calculados los polinomios (E(X) y L(X)) podemos descodi-
ficar una palabra recibida y = ¢ + e, puesto que las raices a™%,i € I del
polinomio localizador L(X) en F; muestran las posiciones erréneas de
la palabra recibida (e; = 0,7 ¢ I). Una vez conocidas las posiciones del
error la proposicién 2.47 permite obtener los valores del error, es decir,
e. Por tanto, podemos descodificar y si calculamos E(X) y L(X).

El teorema 2.48 proporciona la siguiente igualdad, denominada ecua-
cioén clave,

E(X) = L(X)s(X) (mod X?), (4.1)

donde la distancia minima prevista del cédigo BCH es § = 2t + 1y
podemos corregir ¢ errores. En la ecuacién clave 6 — 1 = 2t y s(X) son
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conocidos a partir de la palabra recibida, mientras que E(X) y L(X) no
lo son a priori.

En esta seccion se propone un método, alternativo al propuesto en la
secciéon 2.4.2, para descodificar c6digos BCH. Dicho método utiliza bases
de Grobner sobre médulos, en concreto sobre F,[X]?, y fue desarrollado
por P. Fitzpatrick [Fit95, Fit97]. El siguiente resultado muestra que,
bajo ciertas condiciones, la solucién de la ecuacién clave (4.1) es unica
(considerando E(X) y L(X) como indeterminadas).

Teorema 4.19. Sea C un cédigo BCH con 6 = 2t + 1 y sea s(X) un
polinomio sindrome asociado a una palabra recibida que tiene a lo su-

mo t errores. Salvo multiplicacion por escalar existe una unica solucion
(E(X), L(X)) de la ecuacion clave que verifica que E(X) y L(X) son

relativamente primos (no tienen factores comunes), deg(L(X)) < t y
deg(E(X)) < deg(L(X)).

Demostracion. Sean (E(X),L(X))y (E(X),L(X)) dos soluciones de la
ecuacion clave 4.1 que verifican las condiciones del enunciado, es decir,
se tiene

E(X) = L(X)s(X) (mod X?).
E(X)=L(X)s(X) (mod X?).

Multiplicamos la primera ecuacién por L(X), la segunda por L(X) y
restamos ambas ecuaciones para obtener

E(X)L(X) = B(X)L(X) (mod X?).

Debido a la hipotesis sobre los grados de las soluciones, se tiene que
E(X)L(X) y E(X)L(X) tienen grado menor o igual que 2t — 1. Por
tanto,

E(X)L(X) = B(X)L(X)

y puesto que E(X), L(X) y E(X), L(X) son relativamente primos se
tiene el resultado. 0

Ejercicio 4.20. Demostrar que los polinomios localizador y evaluador
del error definidos en el capitulo 2 verifican las condiciones del teorema
4.19. Por lo tanto, la solucion de la ecuacion clave que verifica las con-
diciones del teorema 4.19 nos proporciona los polinomios localizador y
evaluador del error (salvo multiplicacion por constante).
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El método que describimos en este capitulo calcula esta solucién parti-
cular de la ecuacion clave que resuelve el problema de la descodificacion.
Para ello definimos el siguiente submédulo de F,[X]?,

Definicién 4.21. Seant € N y s € F,[X], definimos el médulo M C
Fq[X]?

M = {(E(X), L(X)) | E(X) = L(X)s(X) (mod X*)}
Ejercicio 4.22. Demostrar que M es un submddulo de F,[X]>.

Vamos a calcular una base de Grobner de M para resolver la ecuacion
clave con respecto un orden determinado que definimos a continuacion.
Para un valor de r € Z concreto tendremos que uno de los miembros de
la base de Grobner es la solucién buscada.

Definicién 4.23. Sean r € Z y X“e;, XPe; € Fy[X]?. Decimos que
1. X%; =, Xﬁej sta>f3, coni=j
2. X% =, XPey sia+r >0

Ejercicio 4.24.

s Demostrar que >, es un orden monomial, para todo v € Z.

s Demostrar que o y =_1 son drdenes monomiales que coinciden
con un orden TOP.

Consideramos g1 = (X?%,0), g2 = (s(X),1) € F,[X]?, se tiene que
g1,82 € M puesto que verifican la ecuacion clave (4.1)
X% =0 (mod X?)
s = s (mod X?)
Ademas, g1 y g2 generan M: sea (E(X),L(X)) € M
E(X) - L(X)s(X)
X2t

puesto que (E(X)— L(X)s(X))/X? € Fy[X]. Se tiene que F,[X]?/M es
un Fg-espacio vectorial de dimensién finita en virtud de la proposicién
4.17, porque

(E(X),L(X)) = (X%,0) + L(S,1)

1t>~deg(s(X)((X2t7 0) = (XQt, 0) = X2te1
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1t>deg(s(X)(S(X)a 1) = (07 1) = €.

El siguiente resultado nos da un criterio para saber si dos elementos
son una base de Grobner de M para el orden monomial >, con r € Z.

Proposicién 4.25. Consideramos M C Fy[X]? y r € Z. Puesto que
F,[X]?/M es un F-espacio vectorial de dimension finita, existen x“e,
x"ey € M que generan M (ver proposicion 4.17). Un conjunto G =
{g1,82} C M es una base de Gréobner reducida de M para el orden >,
si g1 = gn(X)er + gi2(X)ex y g2 = g21(X)er + goa2(X)eo verifican

1. 1t (g1) = x"ey, It (g2) = x"e2
2. deg(g21(X)) < u, deg(g12(X)) < v.

Demostracion. Sea G un subconjunto de M que verifica las condicio-
nes de la proposicion. Por la primera condicién se tiene que los térmi-
nos lideres de G generan (lt., (M)), por lo que forman una base de
Grobner. La segunda condicion asegura que la base es reducida puesto
que deg(g12(X)) +7 < uy deg(ga1(X)) <v+r.

Reciprocamente, si G es una base de Grobner de M para >,, debe
verificar la primera condicién del enunciado y si, ademas, es la base de
Grébner reducida, debe verificar la segunda condicion. O

Corolario 4.26. Se tiene que g1 = (X*,0), g2 = (s,1) es la base de
Grobner reducida de M para el orden <geg(s(x))-

La solucién de la ecuacion clave va a ser el elemento minimo, concepto
que definimos a continuacién, con respecto de un determinado orden
monomial de una base de Grébner.

Definicién 4.27. Sea M un submddulo de F,[X]?, decimos que m € M
no nulo es un elemento minimo de M con respecto a un orden monomial
> si 1ty (m) es minimal con respecto a >.

Proposicién 4.28. Sea M un submddulo de F,[X]%. Se tiene que un ele-
mento minimo de M es unico salvo multiplicacion por escalar. Ademds,
cada base de Gréobner de M contiene un elemento minimo.

Demostracion. Sean f; y fo elementos minimos de M, se tiene que el
resto de la divisién de f; por f5 no puede ser menor que 1t(f3), por lo que
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el resto es (0,0). De la misma forma, el resto al dividir f por fj es (0, 0).
Por tanto, su cociente es una constante y se tiene la primera parte del
enunciado.

La segunda parte del enunciado se deduce trivialmente de la definicién
de base de Grobner, puesto que una base de Grobner es un sistema de
generadores del moédulo. O

Proposicién 4.29. Sea g = (E(X), L(X)) la tnica (salvo multiplica-
cion por escalar) solucion de la ecuacion clave que satisface las condi-
ciones del teorema 4.19. Entonces g = (E(X),L(X)) es un elemento
minimo de M para »=_1.

Demostracion. Un elemento g = (E(X), L(X)) € M verifica deg(F(X)) <
deg(L(X)) si y sélo si su monomio lider con respecto a =_1 es un multi-
plo de es. La solucion de la ecuacién clave que verifica las condiciones del
teorema 4.19 tiene esta propiedad y grado de L(X) minimo, por tanto
su término lider es minimo con respecto a los elementos cuyo término
lider es un multiplo de es.

Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que g = (E(X), L(X))
no es minimal en M, es decir existe f = (a(X),b(X)) € M no nulo tal
que 1ty _, (f) <_1 lt=_,(g). Por la discusién anterior, el monomio lider
de f debe ser un multiplo de e;. Por tanto

deg(L(X)) > deg(a(X)) > deg(b(X)) (4.2)
Como g y f son soluciones de la ecuacion clave (4.1), se tiene
E(X) =s(S)L(X) (mod X?)

a(X) = 5(5)b(X) (mod X?t)

Multiplicando la primera ecuacién por b(X) y la segunda por L(X) y
restandolas B B
L(X)a(X) = E(X)b(X) (mod X?) (4.3)

Como g = (E(X), L(X)) es la solucién del teorema 4.19, se verifica
deg(L(X)) <ty deg(E(X)) < deg(L(X)). Por tanto, de (4.2) se tiene
que deg(a(X)) <t —1, lo cudl contradice la ecuacién (4.3), puesto que
el primer término de la congruencia tiene grado menor o igual que 2t —1

y el segundo término tiene grado estrictamente menor que 2t — 1.
O
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De la proposicién anterior deducimos que, para resolver la ecuacién
clave, debemos calcular una base de Grobner de M para el orden <_;.
Para ello, hay dos formas de proceder:

1. Consideramos {(s(X),1),(X?,0)} como generadores de M y cal-
culamos una base de Grobner para el orden >_; usando el algo-
ritmo de Buchberger (o una de sus modificaciones que aumentan
la eficiencia del algoritmo). Una vez calculada la base de Grébner
para el orden »~_1, la solucién de la ecuaciéon clave es el elemento
minimo de la base de Grobner calculada con respecto a > _j.

2. Consideramos {(s(X), 1), (X?*,0)} como base de Grobner de M
para el orden > ge,(5)- Usando técnicas FGLM [FGLM93], podemos
obtener una base de Grobner de M para el orden >_;. Igualmente,
el elemento minimo de la base de Grobner obtenida es la solucién
de la ecuacién clave.

El primer método es més eficiente para cédigos “grandes”. En [CLOO05]
(proposicién 9.4.19 y ejercicio 9.5) puede encontrarse, de forma detalla-
da, la segunda alternativa para descodificar (usando FGLM). Nosotros
presentamos un ejemplo del primer método, calculando directamente
una base de Grobner. Ademas, ilustramos los calculos usando el sistema
de algebra polinomial SINGULAR [GPS05].

Ejemplo 4.30. Consideramos el codigo, la palabra transmitida y el
error del ejemplo 2.52. En dicho ejemplo se descodifica usando el méto-
do de Berlekamp-Massey; en este ejemplo descodificaremos la palabra
recibida mediante la resolucion de la ecuacion clave descrita en este
capitulo.

Sean g = 3,n =8 y a una raiz del polinomio 2+ X + X?2. El cédigo
BCH de longitud 8 y distancia minima prevista § = 5 sobre F3 tiene
polinomio generador g(X) = 2 + X2 + X3 + 2X* + X5 ~ 201121 y¢
dimension k = 3. Codificamos el mensaje fuente m= 010 ~ X,

m(X)g(X) =2X + X3+ X* +2X° + X% ~ 02011210 = c.

Supongamos, al igual que en el ejemplo 2.52, que durante la transmision
de esta palabra se produce el error e = 10000100 ~ 1 4+ X°, con lo que
el mensaje recibido es

c+e=y=12011010 ~ 1 +2X + X3 + x4 + X6
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Realizamos los cdlculos usando SINGULAR:

SINGULAR
A Computer Algebra System for Polynomial Computations

by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern
>ring R=(3"2,alpha),X, (1p,c);
> minpoly;
1xalpha”2+1*alpha”1+2*alpha”0

Consideramos el anillo de polinomios R en una variable sobre Fs[a],
con o una raiz del polinomio X2+ X +2. Consideramos el orden <_1 so-
bre R?, dicho orden viene dado por (1p,c) puesto que es un orden TOP.
Para mayor informacion sobre SINGULAR puede consultarse [GP02].

> [X"2,0]>[X,0];
1 //1 indica si, O indica no
[X,0]1>[0,X];

\

A\

(0,X]>[1,0];

\

[1,0]>[0,1];

Para la palabra recibida y vamos a aplicar el método de resolucion de
la ecuacion clave. El sindrome de la palabra recibida es

4
s(X) = Zy(ai)xi = 2a+1)+(2a+2)z+(a+2)2? = ®* +a3 X +a’X?
i=0

en este ejemplo escribimos los elementos de Fy como potencia del ele-
mento primitivo o.

poly y=1+2%X+X"3+X"4+X"5;

poly sO=subst(y,X,alpha); poly sl=subst(y,X,alpha2);
poly s2=subst(y,X,alpha3); poly s3=subst(y,X,alpha4);
poly s = sO + (s1)*X + (s2)*X"2 + (83)*X"3;

S5

V V. V Vv V
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alpha6*X2+alpha3*X+alpha?2
> (2alpha +1) + (2alpha +2)*X + (alpha +2)*X"2; //Ej 2.52
alpha6*X2+alpha3*X+alpha2

Definimos el médulo M a partir de los generadores g3 = (X?,0),
g2 = (s(X),1) € F,[X]?. Tenemos dos formas de representar un médulo:
a partir de la base estandar o escribiéndolo como vector columna.

> vector gl=[X4,0];

> vector g2=[s,1];

> module M=gl,g2;

> M;

M[1]=X4*gen(1)
M[2]=alpha6*X2*gen(1)+alpha3*X*gen(1l)+alpha2*gen(1)+gen(2)
> print(M);

X4 ,alpha6*X2+alpha3*X+alpha2,

0, 1

Calculamos la base de Grébner reducida de M para el orden <_1. FEl
primer generador de la base de Grébner (X +a’, X2 +aX +a3) es menor
que el segundo elemento (X% +a®X +2,a?), por tanto (E(X), L(X)) =
(X +0a5 X2 +aX +a?) es la solucion de la ecuacion clave que verifica
las condiciones del teorema 4.19

> option(redSB);

> module G=std(M);

> G;
G[1]=X2*gen(2)+X*gen (1) +alpha*X*gen(2)+alphab*gen(1)+alpha3+*gen(2)
G[2]=X2*gen(1)+alphab*X*gen(1)-gen(1)+alpha2*gen(2)

> print(G);
X+alpha5, X2+alphab*X-1,
X2+alphax*X+alpha3,alpha2

G[11<G[2];

poly L=G[1][2];
E;
X+alphab

>
1
> poly E=G[1][1];
>
>
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> L;
X2+alpha*X+alpha3

Las posiciones del error vienen determinadas por los raices del po-
linomio L(X) = X2 4+ aX + o2, para calcularlas podemos factorizar
L(X), o hacer una busqueda exhaustiva. Obtenemos que o y o son
las raices de L(X). Por tanto, se tiene que los errores se han produ-
cido en las posiciones 0 y 5 de la palabra recibida (o equivalentemente

en el término independiente y en X°), puesto que n; = a® = (a®)7! y

= a’ = ().

> int ii; for(ii=1;ii<=8;ii++)
{"exponente",ii,"valor de L",subst(L,X,alpha”ii);}

exponente 1 valor de L 1
exponente 2 valor de L alpha
exponente 3 valor de L O
exponente 4 valor de L alpha
exponente 5 valor de L alpha3
exponente 6 valor de L -1
exponente 7 valor de L -1
exponente 8 valor de L O

> 1/alpha3;

alphab

> 1/alpha8;

1

Una vez determinadas las posiciones del error, podemos obtener los
valores del error mediante el polinomio evaluador E(X) = X + o, ha-
ciendo uso de la proposicion 2.47.

-E 8 6
o= “E7) _o®
L' (a8 ab
—E 3 2
o= P o
L'(a3 a?

> poly LP=2*X + alpha;
> LP;
-X+alpha
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> subst(-E,X,alpha”8);
alpha6
> subst(LP,X,alpha”8);
alpha6
> subst(-E,X,alpha”3);
alpha2
> subst(LP,X,alpha”3);
alpha2

Por tanto, el error es e(X) = 1 + X° ~ e = 10000100 y la palabra
descodificada es

o(X) —e(X)=2X + X3 + X* +2X° + X% ~ 02011210

Nota 4.31. En la seccion 2.4.2 se ha definido el polinomio localizador
de errores de forma que su término independiente sea 1. El polinomio
localizador de errores obtenido en el ejemplo anterior es el polinomio
definido en la seccion 2.4.2 multiplicado por o.

Este fenomeno se deba a que el elemento minimo, o la solucion del
teorema 4.19, es unico salvo multiplicacion por escalar. Por tanto pa-
ra obtener el verdadero polinomio localizador debemos dividirlo por su
término independiente. Formalmente, (E(X), L(X)) de la seccion 2.4.2

es igual a
(@) (X + 0% X2+ aX +0a?)) = (°X + a2, a’X? + a®X +1)

En el ejemplo anterior no hemos considerado esta division porque para
hacer los cdlculos en la prdctica no es necesario: las raices del polino-
mio L(X) son las mismas aunque lo multipliquemos por una constante.
Ademds, la formula dada por la proposicion 2.47 para obtener los valo-
res del error proporciona el mismo valor para cualquier multiplicacion
por una constante de (E(X),L(X)) (puesto que se anula al hacer el
cociente).

El método presentado en este capitulo tiene complejidad similar al
algoritmo de Berlekamp-Massey del capitulo 2. Ademsds, el método de
Berlekamp-Massey puede entenderse dentro de este esquema, para mayor
referencia puede consultarse [Fit95].



Capitio D
Capitulo

El ideal asociado a un codigo

En este capitulo final describiremos algunas técnicas relacionadas con
las bases de Grobner basadas en el algoritmo de Moller y las técnicas
FGLM [FGLM93|. Esta técnicas nos permiten describir las clases de
equivalencia de un cédigo y descodificar mediante un método de gra-
diente. Por relajaciéon de la notacién y de las demostraciones y ejem-
plos nos limitaremos a cédigos binarios, aunque la mayor parte de los
resultados de este capitulo se pueden extender al caso general (véase
[BBM06, BBM07a, BBFM06, BBMO07b])

5.1. La representacion de Grobner de un cédigo

En esta seccién estudiaremos una representacion de las relaciones de
equivalencia dadas por un cédigo lineal binario C de dimensién k y lon-
gitud n. El acercamiento es similar al uso de técnicas de tipo FGLM y
a su vez, el algoritmo principal es una instancia concreta del algoritmo
de Moller [BBMO7b], al igual que el algoritmo 3.11.

Consideremos el conjunto de monomios T" generado por las n varia-
bles X = {z1,..., 2z}, y el morfismo de monoides de T" sobre F§ dado
por:

Y T =Ty
x; —(0,...,0, 1 ,0,...,0).
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Podemos extender el morfismo de forma que
n
[~ (8 mod2,... 3, mod2) (5.1)
i=1

Diremos que [[} ﬂsf i € T™ estd expresado en forma estandar si §; < 2
para todo i, esto es, si esta libre de cuadrados.
Como ya hemos visto, C define una relacién de equivalencia R¢ en Fy
dada por
(u,v)e Re u—-veCl. (5.2)

Dada una matriz H de control del cédigo, podemos traducir esta relacion
en términos de monomios x2,xP € T?

x? = x" & (Y(x2), v(x”)) € Re & &e(x*) = &e(xP) (5.3)

donde & (x®) = H - (1(x®))" representa la transicién del monoide T" al
conjunto de sindromes del coédigo C.

Llamaremos soporte de x* € T™ al conjunto de variables en X que
dividen a x? y lo denotaremos por sop(x?). Existe una clara analogia
con la definicién 2.14 del soporte de la palabra asociada a x® en [} si el
término estd expresado en forma estandar.

Definicién 5.1 (Orden de Hamming). Dados dos monomios x2,x? €
T" diremos que X® es menor que X° respecto del orden de Hamming y
lo denotaremos por x® <y xP, si alguna de las siguientes condiciones
se cumple:

1. |sop(x®)| < [sop(x®)[.

2. |sop(x®)| = |sop(xP)| y x® <.q xP, donde <4q denota un orden
admisible arbitrario en T™.

Definicién 5.2 (Representacion de Grébuner). Sea C un cddigo lineal
sobre Fo con dimension k y longitud n. Llamaremos representacion de
Grébner del cddigo C a un par (N, ¢) dado por

= Un conjunto de términos N = {71,...,Tn-r} CT"
= y una aplicacion ¢ : N x X — N

tal que cumple las siguientes condiciones
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1.1€N.
2. SiTi,m2 € N y 11 # 79 entonces &o(m1) # Ec(T2).

3. Para todo T € N \ {1} existe un elemento x € X tal que 7 = 7'x
y7 €N.

4 &e(o(T,2i)) = Ee(T4).

El cardinal del conjunto N es el mismo que el de clases de equiva-
lencia (sindromes) del cédigo C. La condicién (2) nos muestra que dos
elementos diferentes de N pertenecen a distinta clase de equivalencia. La
aplicacién ¢ nos muestra la estructura multiplicativa y es independiente
de la eleccién de los elementos del conjunto N. Nétese que ¢ puede ser
vista como una funcién sobre las clases de equivalencia, que envia el
cada clase ¢ 4+ C en la clase (c + €;) + C, donde e; = (0, ... 7\1,_” ...,0)
corresponde al elemento z; por el que se multiplica. '

El siguiente algoritmo nos muestra una forma de calcular una instancia
de N y la correspondiente representaciéon de la aplicacién ¢, una hemos
vez prefijado un orden en las variables en X.

Algoritmo 5.3 (FGLM Borges-Borges-Martinez).

Input: H matriz de control de C.

Output: N, ¢ para C como en la definicion 5.2.

1: List — {1}, N — 0, 70

2: while List # () do

% 1+ NextTerm[List], v « &:(7)

4 j < Member[v, {vy,...,v,}]

5:  if j # false then

6: for k such that T = 7'z, with 7" € N do
7: ¢(T/,$k) =Tj

8: end for

9: else
10: r—r+1,v,—v, 77, N—NU{7}
11: List < InsertNext|r,, List]
12: for k such that 7. = 7'z, with 7' € N do
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13: ot x) = 77
14: end for
15:  end if

16: end while
Donde las funciones internas del algoritmo se corresponden con:

1. InsertNext[r, List] inserta todos los productos 7z en la lista orde-
nada List, donde x € X, y mantiene la lista ordenada con respecto
al orden <p.

2. NextTerm|List] devuelve el primer elemento de la lista List y le
borra de la misma.

3. Member[obj, G| devuelve la posicién j de obj en G si obj € Gy
“false” en caso contrario.

Para encontrar una demostracién del algoritmo ver [BBMO07a).
Ejemplo 5.4. Consideremos el cédigo C en FS con matriz generadora

10 01 11
G=(01 0101
001011
Las palabras del codigo son
¢ ={(0, 0, 0, 0, 0, 0), (1,0, 1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 1, 0),
(0, 1,0,1,0,1),(0,0,1,0,1, 1), (1,1, 1, 0, 0, 1),
(0,1,1,1,1,0), (1,0,0, 1, 1, 1)}.
Consideremos <,q el orden graduado reverso-lexicogrdfico compatible
con x1 < Ty < --- < Tg Y su correspondiente extension a <. Fl algo-
ritmo 5.3 calcula el siguiente conjunto de representantes de las clases de

equivalencia
N = {17 L1,X2,T3,T4,T5,T6, Jflxﬁ}

y la aplicacion ¢ se representa como una matriz de posiciones como

sigue:

([0, 0,0, 0,0, 0], 1, [2,3,4,5,6,7]],][1, 0, 0, 0, 0, 0], 1, [1,6,5,4, 3, 8]],
[[07 17 07 07 07 0]7 1’ [67 1’8’ 7? 27 5}]’[[07 07 ]‘7 07 0’ 0]’ 17 [57 87 172777 6]]7
[0, 0,0,1,0,0], 1, [4,7,2,1,8,3]},[[0, 0, 0, 0, 1, 0], 1, [3,2,7,8,1,4]],
[0, 0, 0, 0,0, 1], 1, [8,5,6,3,4,1]],[[1, 0, 0, 0, 0, 1], 0, [7,4,3,6,5,2]] ]
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En cada tripleta de la lista anterior la primera entrada corresponde a
los elementos (1) con T € N (t = NJi]). La segunda entrada es 1
si (1) € B(C,t) (esto es, T corresponde a un sindrome corregible) o
0 en otro caso. La tercera componente contiene los valores en la lista
ordenada N que corresponden a ¢(7,x;), para j =1,...,6.

Por ejemplo, si nos fijamos en la ultima tripleta de la matriz

[[1,0,0,0,0,1],0,[7,4,3,6,5,2]]

La lista [1, 0, 0, 0, 0, 1] representa el elemento de N dado por xixg.
La segunda entrada es 0, esto es, x1xg corresponde a un sindrome no
corregible. Por dltimo la entrada [7,4,3,6,5,2] representa los siguientes
resultados

(w126, 71) = T176
(w126, 72) = T3
¢(r176,73) = T2
¢(x176, T4) = 5
P(w126, T5) = T4
P(r176, T6) = 1.

Nota 5.5. El algoritmo 5.3 que genera la salida mostrada en el ejem-
plo anterior, asi como otras utilidades, se encuentra en el paquete de

GAP[GAPO6] “Grobner basis by linear algebra and codes” [GBLAO6].

Nota 5.6. Compruébese que dada la construccion y estructura del al-
goritmo 5.3, los representantes de las clases de equivalencia en N tales
que corresponden a vectores en B(C,t) son los términos en T™ minimos
con respecto al orden <y, por lo tanto son los términos estdndar cuyas
imagenes por la aplicacion ¢ corresponden a los vectores sindromes.

Un producto importante del algoritmo es el siguiente teorema que nos
permite calcular la capacidad correctora del cédigo C a partir del primer
término que se incorpora a la lista (véase su demostracién en [BBMO07a]).

Teorema 5.7. Sean List la lista de términos en el paso 8 del algorit-
mo 5.8 y T el primer elemento que se analiza en NextTerm[List] tal
que T no pertenece al conjunto N y T se encuentra en representacion
estandar. Entonces

t = [sop(T)| — 1, (5.4)
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donde t es la capacidad correctora del codigo.

Obsérvese que no es necesario ejecutar completamente el algoritmo
para calcular el elemento 7 correspondiente al teorema anterior pues el
algoritmo es incremental y sélamente necesitamos el primer elemento
que lo cumpla.

Nota 5.8. La construccion en esta seccion puede ser generalizada de
forma no trivial al caso de cuerpos finitos con caracteristica distinta de
2, véase [BBMO07a.

Como es usual en la teoria de bases de Grobner, definiremos una
reduccion en las formas candnicas N de la forma siguiente

Definicién 5.9 (Reduccién en un paso). Consideremos el par N, ¢ da-
dos en la definicion 5.2 representacion de Gréobner del codigoC ym € N,
x € X, diremos que ¢(T,x) es la forma candnica de Tz, esto es Tz reduce
en un paso a ¢(T,x).

La reduccién anterior se puede extender a T" como sigue: Sea x* =
Tiy ..z, € T, x;; <g x;, para todo j < k — 1 y consideremos la
funcién recursiva

Cang, : T" — N
1 1 (5.5)
x? = ¢(Canczy, (4, ... Tip_,), Tiy)-

donde el caso inicial es la palabra nula 0 representada por 1. El elemento
Can~,, (x*) € N tiene el mismo sindrome que x* pues

& (Canyg, (x4, ...24,)) =& (d) (Can<H (i Tiy - Tif_,)s mlk))
=& (Can<H(xi1xi2 .. .xik_l)xik)
=& (Can<H (Tiy @iy - - 'xik—l)) + fC(xlk)
(5.6)
La segunda igualdad en la ecuacién (5.6) se cumple por la definicién de
¢ vy la tercera igualdad se debe a la aditividad de £¢. Podemos calcular
por recursién

fc (Can<H(:L‘i1 e {L‘@k)) = fc (Can<H(1)xi1$i2 e {L‘Zk) = gc ({L‘ill‘iQ e {L‘Zk)

por lo tanto ambos sindromes son iguales. Finalmente, que el elemento
Can,, esta bien definido para los elementos de T™ por la recurrencia en
(5.5) se sigue de los pasos 10 y 11 en el algoritmo 5.3.
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5.2. El ideal binomial asociado a un cédigo

Consideremos el ideal binomial

I(C) := {({n = 72 [ (¥(1), ¥(72)) € Re}) C FIX] (5.7)

donde FF es un cuerpo arbitrario. Nétese que como el cédigo C es binario
se tiene que xf — 1 € I(C) para todo z; € X.

Sea {w1,...,wy} el conjunto formado por los los vectores fila corres-
pondientes a la matriz generadora del cédigo (o con més generalidad,
una matriz cuyas filas generen el cédigo C) y sea

T={x"" =1, x¥ - 1}U{z? —1]i=1,...,n}) (5.8)
el ideal generado por los conjuntos de binomios {x%!* —1,...,x%* —1}U
{22 —1]i=1,...,n} € FIX]. Como los vectores {w1, ..., Wy} generan

C se sigue que I = I(C).

Consideremos G« la base de Grobner reducida del ideal I(C) con
respecto a un orden < lexicografico compatible con el orden dado por
grado. El conjunto de polinomios G~ puede ser calculado mediante el
algoritmo de Buchberger partiendo del conjunto inicial de polinomios
{x¥1—1,...,xVF—1}U{a?—1|i=1,...,n}. En este caso hay algunas
ventajas computacionales:

1. El cuerpo en que se encuentran los coeficientes puede ser Fy (por
lo tanto no hay crecimiento de los coeficientes).

2. La longitud (ndmero de variables) maxima de un binomio en el
ideal es n pues los binomios xf — 1 previene el crecimiento de los
exponentes.

Los dos principales inconvenientes del algoritmo de Buchberger para el
calculo de bases de Grobner desaparecen en este caso. Para encontrar una
mayor informacién sobre la complejidad y un algoritmo de Buchberger
modificado adecuado a este caso véase [BBFMO06].

Consideremos ahora el anillo cociente

FIX]/IC), (5.9)

se puede demostrar (véase [BBMOT7b]) que los elementos en N calculados
en el algoritmo 5.3 son representantes de las clases de equivalencia en la
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ecuacién (5.9) y la aplicacién ¢ corresponde a la expresién de la tabla de
multiplicacion en el dlgebra (5.9). Por lo tanto hay una traduccién entre
las clase de equivalencia del c6digo y las del anillo cociente en (5.9).

Si <=y, teniendo en cuenta el teorema 5.7, si el codigo es al menos
1-corrector los polinomios xf —1 se encuentran en la base de Grobner re-
ducida del ideal I(C). Por lo tanto todas las variables z; se corresponden
con elementos del conjunto N. Sin embargo, si el cédigo es 0 corrector
existe al menos una x; tal que no se encuentra en N.

Ejemplo 5.10. Tomando el mismo codigo C que en el ejemplo 5.4 la
base de Grobner reducida del ideal I(C) es

{2 — 1,23 — 1,23 — 1,27 — 1,22 — 1,22 — 1,
T1T2 — X5, T1X3 — T4,T1T4 — T3, T1T5 — T2,
T2X3 — T1Te, L2X4 — X6, L2X5 — L1, L2Te — L4,
T3T4 — X1,2T3T5 — T6, L3Te — Is,
TAT5 — T10T6, T4T6 — T2, T5T6 — L3}

5.3. Aplicaciones

Existen multiples aplicaciones de las dos seciones anteriores. En el
articulo [BBMO6] se puede encontrar una aplicacién al problema de de-
terminar si dos cédigos son equivalentes. En [BBFMO6] se encuentran
varias aplicaciones a distintos problemas de ciclos sobre un grafo. En esta
seccion mostraremos brevemente como podemos utilizar la informacion
en una base de Grobner de I(C) para descodificar el cédigo C.

La descodificaciéon completa para un cédigo lineal [MS85] es un pro-
blema computacional NP-completo (véase [BMT78]), por consiguiente
es bastante improbable que exista un algoritmo que en tiempo (espacio)
polinomial lo resuelva. En la literatura se encuentran varios intentos pa-
ra mejorar la idea del descodificacion mediante el sindrome expuesta en
la secion 2.2.4. Estos intentos buscan una estructura menor que la ta-
bla de sindromes para efectuar la descodificacién, la idea es encontrar
en cada relacién de equivalencia el menor peso de las palabras en dicho
conjunto, en lugar de almacenar el vector error candidato. Entre estos
métodos se pueden destacar por ejemplo el “Step-by-Step algorithm”
en [PW72], el “test set decoding” en [Bar98] los algoritmos basados en
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los “zero-neighbors” y los “zero-guards” en [Han98, HH97, LHS85|. Si-
guendo la notacién en [Bar98] llamaremos a estod métodos algoritmos
de descodificacion por gradiente.

De el mismo modo que las estructuras citadas en el parrafo anterior,
la aplicacién ¢ y el conjunto N, calculados en la seccién 5.1 para el caso
binario y en [BBMO07a] para el caso general, pueden ser utilizadas para
descodificar por gradiente un cédigo lineal. En el caso binario la base
reducida de Grobner calculada en la seccién anterior también puede ser
utilizada para descodificar, y ademads suele ser bastante mas “pequena”
que la expresion de la ¢.

El siguiente teorema es independiente del tipo de reduccion a utilizar
(mediante la aplicacién ¢ o mediante la base reducida en el caso de un
cédigo binario).

Teorema 5.11 ([BBMO0T7a]). Sea C un cddigo lineal de longitud n y
capacidad correctora t. Sea T € T" y 7' € N su forma candnica corres-
pondiente.

» Si w(i(1')) <t entonces (') es el vector error correspondiente

a ().
» En otro caso, si w(i(7')) > t, ¥(7) contiene mds de t errores.

Ejemplo 5.12. Consideremos C como en el ejemplo 5.4 y el ideal I(C) y
su base de Grébner reducida en el ejemplo 5.10. Supongamos que hemos
rectbido la palabra 'y € Fg

Descodificaciéon utilizando ¢.
1. Caso 1y € B(C,t):
y=(1,1,0,1,1,0); wy := x1222475;
o(1, 1) = 21,
P(z1,2) = x5,
¢(z5,74) = 2273,
P(z273, T5) = T4,

Esto es w(y(z4)) = 1, por lo tanto la palabra correspondiente
ay esc= y_l/)($4) = (17170707170)'
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2. Caso 2y ¢ B(C,t):
Yy = (07 17070) 17 1)7 wy = X2X5T6;,

d)(]-a 1;2) = 2,

¢(w2, 75) = 271,
o(x1,x6) = 23.

Se tiene que w(i(xaz3)) > 1 y se comunica que se ha come-
tido un error. El lector puede comprobar que la palabra 'y no
se encuentra en el conjunto B(C,1) observando las palabras
del codigo C dadas en el ejemplo 5.4.

Descodificacién usando la base de Grobner reducida
. . g
Consideremos los dos cados anteriores. Por w —— v representare-
mos la reduccion de w a v modulo el binomio g de la base reducida.

—x5 Igfl

172 2 2
1. T1Tom4T5  —— 7 T4TE, T4Ty — T4.

P ToT5—T1
2. ToTsTg — T1Z¢-
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finitamente generado, 1
sindrome, 65
Informacién digital, 22
Intercalado, 44

Médulo, 90

base, 91

base estandar, 91

libre, 91

submédulo, 90
Matriz

de control, 29

de Mattson-Solomon, 84

generatriz, 28

forma estandar, 28

Monomio

indice alfabético

lider, 6

Monomio (en un médulo), 91
lider, 92

Monomios
estandar, 20

Multigrado, 6

Orden monomial, 4
de Hamming, 108
grad. reverso-lexicografico, 5
lexicografico, 5
Orden monomial (en un médulo),
92
<r, 99
POT, 92
TOP, 92

Peso de Hamming, 30
Polinomio
de control, 39
evaluador de errores, 49
localizador de errores, 49
minimo, 81
sindrome, 43

Réfaga, 44

S-polinomio, 10

S-polinomio (en un mdédulo), 95

Sindrome, 32

Soporte, 30, 108

Sucesion recurrente, 52
polinomio minimo, 53

Término
lider, 5

Término (en un médulo), 91
lider, 92

Teorema



indice alfabético

de eliminacion, 18

de extensién, 19

de la base de Hilbert, 2
Transformada

de Mattson-Solomon, 84

discreta de Fourier, 81

Variedad
sindrome, 65
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